41

DIE

ABWEICHUNG DER LOTHLINIE

BEI

ASTRONOMISCHEN BEOBACHTUNGSSTATIONEN
THRE BERECIINUNG ALS ERFORDERNISS EINER GRADMESSUNG.

EDUARD PECHMANN,

K. K. OBERSTEN UND VERMESSUNGSREFERENTEN DES GRUNDSTEUERKATASTERS,, PRASIDENTEN DER K. K. GEOGRAPHISCHEN GESELLSCHAFT Fi'R DAS VEREINSIAHR 1863.

it 4 Hactew.
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Der Inhalt dieser Denkschuift fusst in der Uberzeugung, dass die redliche Absicht nicht
verkannt werden wird im Streben unserer Zeit, iiber die Grisse und Figur der Erde endlich
vollkommenen Aufschluss zu erhalten, etnen bisher viel zu wenig gewiirdigten Gegenstand zu
besprechen, der sich jetzt um so mehr der Wiirdigung dieser kaiserlichen Akademie erfreuen
diirfte, als auf Anregung Seiner Excellenz des koniglich preussischen IHerrn Generallieute-
nants J. J. Bacyer die Ausfithrung der mitteleuropiischen Gradmessung keinem Zweifel
mehr unterworfen ist.

Die Denksehrift zur Begriindung dieser Gradmessung!) gibt Seite 33 und 71 mehrere
Abweichungen zwischen den geoditischen und astronomischen Resultaten verschiedener
Gradmessungen an, welche bei dem franzisisch-englischen Meridianbogen in Eveaux 77, 6,
in Cowhythe 10”; zwischen Mailand und Parma 207, 4; endlich zwischen Andrate und Mon-
dovi bei der Verification der Gradmessung von Beecearia sogar 47”7, 84 in der Breite betragen.
Solehe Abweichungen sollen auch bei dem grossen russischen Meridianbogen vorkommen. Sie
sind aber noch anderwirts gefunden worden, und wie uns bekannt auch in Indien zwischen

1) Uber die Grésse und Figur der Erde von J. J. Baeyer. Berlin 1861.

Denkschriften der mathem,-naturw. Cl, XXII, Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern. f
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den Aussersten Stationen des nordlichen Bogentheiles siidlich vom Himalaya zwischen Kalian-
pur und Kaliana'). Die erwihnte Denkschrift zihlt auch Seite 72 zur Erklarung der Ursachen
solcher Ablenkungen der Lothlinie drei Hypothesen auf, ndamlich: 1. die Anzichung von Berg-
massen; 2. die ungleichen Dichtigkeitsverhiiltnisse unter der Erdoberfliche und 3. die geogno-
stischen Lagerungsverhiltnisse, und meint, dass die Fragen: ob diese drei Hypothesen neben
einander bestehen, ob sie nur einzeln oder auch in Verbindung mit einander vorkommen, und
sich gegenseitig autheben konnen oder nicht, kiinftigen Gradmessungen vorbehalten bleiben.

Wir miissen gestehen, dass wir dieser Meinung nicht beipflichten knnten, weil es auch
schon der Gegenwart obliegt zur Losung dieser I'ragen nach Kriften beizutragen, und weil
uns die sichtbaren Unregelmissigkeiten der Erdoberfiiche fiir sich schon Grund genug geben,
vorerst ihren Einfluss auf die Ablenkung der Lothlinie zu untersuchen, wodurch es wenigstens
da, wo das Ergebniss dieser Untersuchung ausreicht, die Ablenkung vollstindig zu erkliren,
jedenfalls unniitz wird, Hypothesen iiberhaupt in Anspruch zu nehmen.

Aber selbst in den Fallen, wo eine derartige Untersuchung die vorhandene Abweichung
nicht ginzlich aufzukldren verméchte, bleibt sie doch immer von grosser Wichtigkeit, weil
sie die Ergebnisse der Beobachtungen zum Zwecke der Vergleichung mit andern in derselben
Art behandelten Grossen, und zur Ausgleichung unter sich weit geeigneter, dadurch aber
auch eine Gradmessung weit sicherer machen wird.

Nur was in solchen Iillen noch zur vollstindigen Lésung der Fragen eriibriget, das
allein, meinen wir, mag der Zukunft vorbehalten bleiben.

Sind wir daher im Stande die Einfliisse der erwiihnten Unregelmiissickeiten auf die
Richtung der Lothlinie, oder was dasselbe ist, die auf was immer fiir einen Beobachtungsort
ausgeiibte Attraction zu berechnen, so diirfen wir auch keine Miihe scheuen, diese Berechnung
fiir jede astronomische Station einer Gradmessung vorzunehmen, weil die besten astronomi-
sclien Bestimmungen nur so die grésstmogliche Gewithr fiir cine zuverlissige Gradmessung
haben konnen.

An Versuchen und selbst ausgefiihrten Attractionsberechnungen fehlt es bereits nicht, und
wir verweisen in dieser Hinsicht auf die Abhandlung J. II. Pratt's®) beziiglich der Anziehung
der Gebirgsmassen des Himalaya bei der Gradmessung in Indien zwischen Kalianpur und
Kaliana, und auf die Abhandlung vom Oberstlieutenant James®) beziiglich der astronomi-
schen DBeobachtungen auf dem Hiigel Arthur-Seat in Schottland.

Die Resultate des Ersteren sind wohl nicht zur Aufmunterung geeignet, da er selbst mit
weiterer Zulassung von Hypothesen die berechnete Attraction durchaus nicht auf das Resultat
zuriickzufithren vermag, welches durch den Vergleich der astronomischen mit den geoditi-
schen Bestimmungen sich herausstellt.

Dagegen sind die Berechnungen von James schon werthvoller und bieten genug Stoff
zum weiteren Studium dieser Frage.

Wir werden es nun versuchen, hieriiber unsere Anschauungen, nicht nur in der Theorie,
sondern anch in der Anwendung, klar zu machen und die Mittel zur Berechnung der Attraction
als Correctiv fiir astronomische Beobachtungen nachzuweisen.

}) Siehe ,L'institut année 23° No. 117.% Sitzung der konigl. Akademie der Wissensehaften zu London im December 1834.
Z) L'institut année 23¢ No. 117,
5) London. Philosophical transactions, 1836. 2. Theil.
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I.

Auf dem Erdsphiroide ist die Richtung der Schwere gleichbedeutend mit jener der Nor-
male. Da aber die Erdoberfliche bedeutende Unregelmissigkeiten der Massen aufzuweisen
hat, so werden diese Unregelmissigkeiten naeh dem bekannten allgemeinen Grundsatze: dass
sich die Materien proportionirt zur Masse und verkehrt zum Quadrate der Entfernung anzie-
hen, offenbar auch in der Richtung der Schwere Ablenkungen verursachen miissen, wodurch
diese Richtung nicht mehr mit jener der regelmissigen Gestalt der Erde entsprechenden Nor-
male iibereinfillt.

Bei der Aufstellung irgend eines mathematischen Instrumentes kann dessen verticale
Achse nicht anders als in der wirklich stattfindenden Richtung der Schwere liegen; so dass
sie also bei einer Ablenkung dieser letzteren ebenfalls von der Normale abweichen wird, und
die mit cinem solchen Instrumente gewonnenen astronomischen Bestimmungen natiirlich nicht
genau sein konnen.

Da die hier verstandene Aunziehung oder Attraction von der Lage des Ortes, auf den sie
wirkt, und von dem umgebenden Terrain abhingig ist; so kann sie fiiglich mit dem Aunsdrucke
Local-Attraction bezeichnet werden. Wir wollen sie jedoch schlechtweg Attraction nennen
und uur in Folge einer niheren Angabe diesem Worte einen andern Sinn unterlegen.

Bei der niheren Untersuchung dieses Gegenstandes wird es am bequemsten sein, ein
rechtwinkeliges Coordinatensystem so anzunehmen, dass sein Nullpunkt mit dem betreffenden
Observationsorte, die Ebene der ay mit seinem Horizonte und iiberdies dic Achse der = mit
seiner Meridianebene zusammenfalle.

Die Richtung der z sei gegen Siiden, die der y gegen Westen, und die der z nach unten
positiv; entgegengesetzt negativ. Die auf dem Observationsorte geziihlten Azimunthe erhalten
hiemit ihren Nullpunkt im Siiden, und ihre positive Richtung gegen Westen.

Die von den Unregelmissigkeiten der Erdoberfliche hervorgebrachte Attraction in der
Richtung der z wird gegeniiber der in derseiben Richtung stattfindenden Attraction oder An-
zichung der gesammten Erde so gering sein, dass wir die letztere, die wir mit /2 bezeichnen
wollen, fiir die Summe beider annehmen, mithin die erstere vernachlissigen kénnen. Wir
werden es daher nur mit der Attraction in der Richtung der @ und y zu thun haben. Bezeich-
net man die erstere mit M, die letztere mit 1V, ihre Resultirende mit () und das Azimuth der
Richtung dieser mit @; so hat man:

0= VIF

W
tang « = i
. I W
fme =—=——=—
virEmw: @
M M
oS = ————— = —-.
yirywe Q

Wird der Winkel, um welchen die Richtung der verticalen Achse des Instrumentes von
seiner Normale abgelenkt wird, mit ¢ bezeichnet, so ist:
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tang { = — und da ¢ sehr spitzig

—

SIEESIES

wo ( stets einen positiven Werth hat.

Stellen N und S (Fig. I) den Nord- und Siidpol, nn, den nach beiden
Seiten beliebig verlingerten Aquator, endlich Z und Z, die zwei Punkte
auf dem Himmelsgewdlbe vor, in welchem dasselbe getroffen wird, wenn
die Normale und die Achse des attrahirten Instrumentes verlingert
werden; so ist { der frither bemerkte dem grissten Kreishbogen ZZ, ent-
sprechende Winkel der Ablenkung, NZS der richtige der Normale, und
NZ,S der falsche dem attrahirten Instrumente entsprechende Meridian;
ferner ist das Azimuth des grissten Kreishogens ZZ,, da Z, und @ in ent-
gegengesetzten Richtungen gelegen sind, offenbar = « + 180°, und man
hat, wenn ¢ die der Normale, und ¢, die dem attrahirten Instrumente
entsprechende Polhthe anzeigt:

o =n/ und ¢, = n,4,.

Fig. L.

Nun ist sehr nahe
o, = ¢ — (cos (a4 180)
v =@ —Ccosa

und wenn fiir £ und cos @ die friither angegebenen Werthe substituirt werden,

M

=% — % und in Secunden

1) o
PENT et
Man muss daher zu der, nach dem attrahirten Instrumente sich ergebenden Pollidhe noch
M
~ Esinl”
Lassen wir © = ZNZ, als Stundenwinkel des falsehen Zenithes Z, und ¢ als Stunden-
winkel irgend ecines Gestirnes gelten, wenn nimlich die Zihlung im richtigen Meridiane
NZnS beginnt, und ist ¢, der Stundenwinkel desselben Gestirnes, wenn die Zahlung im
talschen Meridiane NZ,2,S beginnt; so ist offenbar:

2) t=1¢ + =

Es ist aber, wenn die positive Richtung gegen Westen angenommen wird:

hinzuthun, um die der Normale entsprechende Polhshe zu erhalten.

sin T sin V7, = sin { sin (¢4 180)
und da t und ¢ sehr spitzig, dann NZ, = (90—¢q,) ist:

sin @

e}

€Os ©;

und durch Substitution der fritheren Werthe von € und sin @

i
3) T= —secq, (_E)
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Wird dieser Werth in 2) substituirt, so hat man:

w . .
t =1t — sec ¢, (f) und in Zeit-Seeunden

4) L, w
=t —secy | ——)
: b (15Esin1”)
Man muss daher zu dem nach einem attrahirten Instrumente sich ergebenden Stunden-

inkel 1 i
winkel noenh — see P m

Werth desselben zu erhalten, und bei der Culmination des Gestirnes, wo ¢, = 0 wird, bleibt
in Bezug auf den richtigen Meridian noch immer der Stundenwinkel

hinzuthun, um den richtigen der Normale entsprechenden

v

P= — SeC O r T !

was besonders ber Langenbestimmungen Anlass zur Beriicksichtigung gibt.

Verlangert man eine durch den Observationsort und ein irdisches Object gelegte Gerade,
bis sie irgend einen Punkt ¢ am Himmelsgewdélbe trifft, so kann man G fiir ein Gestirn an-
sehen, weleches mit dem irdischen Objecte dasselbe Azimuth und dieselbe Hohe hat. Sind nun
die richtigen Werthe der Letzteren 4 und % hingegen die nach dem attrahirten Instrumente
sich ergebenden A, und %,; so werden dieselbcn Werthe auch dem irdischen Objecte ent-
sprechen. Setzt man dem zufolge

5) A=A + a
6) h =% <+ 7,
so sind a und 7y erst zu bestimmende Unterschiede, von denen wir voraussetzen, dass ihnen

nur kleine Werthe zukommen.
Setzt man der Kiirze halber

M
7) . — = )
so hat man auch
§) ¢ =%+ o

Nach den Formeln der sphirischen Astronomie hat man:

4) sin § = sin ¢ sin & — cos ¢ cos k cos 4,
B) cos & sin ¢ = cos / sin A4,
0) cos 0 cos { = sin & cos ¢ + cos ksin ¢ cos A,

wo & die Declination von @ anzeigt. Is werden aber diesen Gleichungen, da & keiner Ande-
rung unterliegt, auch die Gréssen ¢, ¢, A4,, &, und 3 entsprechen. Setzt man in die Gleichungen
A) und B) fiir ¢, A, & und ¢ die Werthe nach 2), 5), 6) und 8), und nimmt die Entwicklung
nur bis auf die erste Potenz der kleinen Grissen 1, @, y und = vor; so erhilt man zwei Glei-
chungen, aus denen sich mit Riicksicht auf die Gleichung C) dann auf die Werthe von t und
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» nach 3) und 7), endlich unter der Voraussetzung, dass die Hohe des irdischen Objectes so
gering ist, dass man fiiglich O fiir sin 2, = und 1 fiir cos %, annehmen kann:

i
a = — tang @, (fff),
M . W
1= cos 4, (f) + sin 4, (f)

ergibt. Daher hat man mit Riicksicht auf 5) und 6) in Bogensecunden:

-
9) A= Al = tang 2 (m)
M 1%
0 = s Ay s i -
Uy = i Rk Al(E g 1") e (E sin 1“)

Befindet sich der Observationsort im Aquator, so ist ¢, = 0, mithin A= 4,; so dass also
die Attraction in diesem FFalle keinen Einfluss auf die Bestimmung eines Azimuthes hat,
withrend sie sonst sowohl auf Azimuth- als IIshenbestimmungen nachtheilig emwirken kann,
wenn sie nicht beriicksichtiget wird.

1L

Um die von den Unregelmissigkeiten des Erdballs herriihrende Attraction zu bestimmen,
muss die regelmissige oder theoretische Oberfliche desselben gegeben sein, fiir welche
bekanntlich diejenige Fliche angenommen wird, deren simmtliche Punkte im Niveaun des
Meeresspiegels gelegen sind. Sie wird desshalb auch als die natiirliche Normalfliche ange-
sehen werden konnen.

" Bei der geringen Abweichung des Erdballs von der Kugelform wird es erlaubt sein, sie
als Kugeloberfliche zu betrachten, wo dann selbstverstindlich auch alle Hthen und Tiefen
auf diese bezogen werden miissen. Aber man kaun auch eine zua ihr concentrische Kugelober-
fliche von grisserem Halbmesser als Normalfliche annehmen, wo dann der Unterschied der
1Talbmesser von den Hohen abzuziehen und den Tiefen zuzulegen ist. Man erlangt dadurch
den Vortheil, dass — wie es spiter klarer hervortreten wird — bei der Berechnung grosse
Zallen vermieden werden. Am Bequemsten wird es sein, dic Normalfliche durch den Obser-
vationsort, und wenn mehrere Observationsorte vorhanden sind, durch denjenigen anzunehmen,
welcher in Folge der nitheren Umstinde als der wichtigste oder als der Hauptort anzusehen ist.

Wenn iiber der einmal angenommenen Normalfliche keine, hingegen unter derselben
nur solche Schichten vorkimen, welche eine gleiche Dichtigkeit p hitten, wo also p als Nor-
maldichtigkeit fiir die zuniichst der Oberfliiche befindlichen Schichten zu betrachten wire, so
konnte wohl von einer Abweichung der Richtung der Schwere von der Normale nicht die
tede sein. Da dies aber nicht der Fall ist, so kommt es darauf an, bei der Bestimmung der
auf .einen Erdort ausgeiibten Attraction das zweckmissigste Verfahren anzuwenden, wofiir
wir Folgendes halten:

Das Terrain wird in Untertheilungen zerlegt, und die Attraction einer jeden solchen
Untertheilung berechnet. Die Summe der so erlangten Werthe gibt dann die Gesammtattrac-
tion. Dabei wird die Berechnung vorerst durchgehends fiir die Dichtigkeit = 1 durchgefiihrt
und dann die Summen der aus gleich dichten Gruppen sich ergebenden Resultate mit der
wirklich stattfindenden Dichtigkeit multiplicirt.
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Beziiglich der Letzteren ist noch Folgendes zu beachten: Kommen unterhalb der Normal-
fliche Untertheilungen vor, die ecine von der Normaldichtigkeit p abweichende Dichtigkeit »
haben; so stelle man sich vor, dass Untertheilungen von der ersteren Dichtigkeit abgehen,
dafiir aber Untertheilungen von der letzteren eingesetzt sind, und man wird leicht einschen,
dass die fiir die Dichtigkeit = 1 berechnete Attraction solcher unter der Normalfliiche befind-
licher Untertheilungen, allgemein genommen, mit (» — p) multiplicirt werden muss, um den
richtigen Effect zu erhalten.

Bet den Erdschichten dieser Uuntertheilungen werden jedoeh solche, welche von einer
durchschnittlichen Dichtigkeit bedeutend abweichen, nur in geringer Menge vorhanden sein,
und es wird der hier mdglichen Genanigkeit unbeschadet, und in den meisten Fillen fiir sie
durchgehends eine Normaldichtigkeit p angenommen werden kénnen, wo daun ihre fiir die
Dichtigkeit = 1 berechnete Attraction mit (p—p) = 0 zu multipliciren wiire; daher diese
RBereehnung giinzlieh entfillt.

Aus dem eben angefiihrten Grande wird man auch fiir die oberhalb der Normalfliiche
gelegenen Schichten die Normaldichtigkeit g annehmen kénnen. Dagegen muss die auf obige
Art berechnete Attraction des Meerwassers noch mit (1,026—g), und jene des unter der Nor-
malfliiche befindlichen Binnenwassers mit (1—p) multiplicirt werden.

Kommt aber unter der angenommenen Normalfliche ein leerer Raum vor, wie z. B. ein
Thal oder der vom Meeresspiegel und der Normalfliche eingeschlossene Raum, so sind, da
hier die Dichtigkeit = 0 angenommen werden kann'), die im obigen Sinne berechneten Resul-
tate mit (0—p) = — p zu multpliciren, wo demnach der Lffect derselbe ist, als wenn in
cutgegengeseizter Lage attrahirende Massen vorhanden wiren.

Endlich bleibt die fiir Binnenwisser oberhalb der Normalfliche berechnete Attraction
fiir die Diehtigkeit = 1 unveriindert, da diese Dichtigkeit ihnen wirklieh zukommt.

Bezeichnet man daher die Summen der fiir die Dichtigkeit = 1 bereclineten Attraction,
in den beiden Richtungen der z und y fiir die oberhalb der Normalfliiche befindlichen Erd-
schichten mit S.X und XY fiir das Meerwasser mit XX und XY fiir die Binnenwiisser
unter der Normalfliche mit XX und X Y% fiir die Binnenwiisser oberhalb der Normalfliche

mit XX ¢ und ¥ 1% endlich fiir die unterhalb der Normalfliche befindlichen leeren Riume mit

S - 1 » . . .

XX 7 und X377 und SetZtE_'T = D; so erhilt man leicht, wenn die Grissen von gemein-
% sI1n

schaftlichen Factoren zusammengezogen werden:

_ T {EX_EXM_LYL'_:;E} D { 1,026 SX¥ | X7 4 ¥y }

£ sin 1" '
) w (
= Dp{SY —NY¥ XYY _XY* D {1,026 SY¥ - Y7 4 X)°
Fsin 17 P { + 2 ) 1 + )
M W . g o g o
w0 ——— und ———, wic es von selbst einleuchtet, die m der Richtung der @ und y auf
Esin 1" L sin 17

den betreffenden Observationsort ausgeiibte, in Secunden ausgedriickte Gesammt-Attraction
oder vielmelr stattfindende Ablenkung der Lothlinie anzeigen und dieselbe Bedeutung haben,
wie im Vorhergehenden.

Zur Berechnung der Attraction oder Anzichung E der Erde, mithin auch der Constante
D ist es ebenfalls hinreichend, die Erde als eine Kugel zu betrachten. Nun ist aber bekanntlich

1) Strenge wiirc, da die Diehtigkeit der Luft = 0,0013, der Coégfficient = (0,0013—p).
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die von einer Kugel auf einen aunfihrer Oberfliche oder ausserhalb derselben gelegenen Punkt
ausgeliibte Attraction — selbst wenn man annimmt, dass sie aus mehreren concentrisehen dicht
an einander anliegenden Hohlkugeln von verschiedener Dichtigkeit besteht, — dieselbe, als
wenn ihre Masse im Mittelpunkte concentrirt wire. Nimmt man daher fiir ithre mittlere Dich-
tigkeit A, fiir den Halbmesser ¢, an und setzt die Entfernung des angezogenen Punktes-vom
Mittelpunkte = 4, so ist:

4 a®

E—gi—.A )

o

wo = die halbe Peripherie fiir den Halbmesser = 1 anzeigt. In den hier vorkommenden Fillen
wird es auch gestattet sein A = @ zu setzen und es ergibt sich dann:

4

E:3

=Aa

und
1

=i
+ #Aasin1”

Legen wir die vom koniglich englischen Oberstlicutenant James in der frither bezeich-
neten Abhandlung bekannt gegebenen Daten zu Grunde, niimlich: p = 2,75; A = 5,316 und
a = 3956,1 englische Meilen; so erhalten wir, da wir beil anseren Berechnungen zur Vermei-
dung grosser Zahlen durchgehends 1000 §sterreichische Klafter als Einheit annehmen, und
eine Osterreichische Meile = 4000 &sterreichische Klafter 4,7138 englische Meilen ausmacht,
wo dann

4 4 aar :
a 906,1 > m = 0007704 lSt,

3
D = 2,75928 und
Dp = 7,5880.

)

I

M W
Esinl” S Esin1”
nach 11) berechnen und nach 1), 4), 9) und 10) im vorigen Artikel anwenden kinnen.

Setzt man jedoch D und Dp als unbekannt voraus, so konnen diese Grossen in der Art
bestilnmt werden, dass die mit denselben berechnete Ablenkung der Lothlinie von der Nor-
male, den auf mehreren Orten vorgenommenen, auf Grund terrestrischer Messungen mit ein-

Sind nun die X und Y berechnet, so wird man auch die Werthe von

ander vergleichbaren astronomischen DBestimmungen am meisten entspricht; ein wichtiger
Umstand, der spéter noch in nihere Erwigung gezogen werden soll.

Wir iibergehen nun zur Berechnung der Attraction der verschiedenen Korperformen, wie
sie die Terrainuntertheilungen meistens erhalten diirften, wobei wir uns zur Vereinfachung
erlauben, die angenommene Normalfliche, sobald die Entfernung zwischen den attrahirenden
Untertheilungen und dem attrahirten Orte 2 Grade des Meridianbogens nicht iiberschreitet,
als eine an dem betreffenden Observationsorte sie tangirende Ebene zu betrachten, wo also
natiirlich die Héhen und Tiefen auf diese letztere zu bezielien sind.

Die Berechnung geschieht, wie es unserem Vorgange am zweckdienlichsten und bereits
angedeutet ist, durchgehends fiir die Dichtigkeit = 1. '
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1L

Berechnung der Attraction eines von verticalen und horizortalen Ebenen so abgegrenzten
Kbrpers, dass seine horizontale Querschnittsfliichen, in Bezug auf zwei auf einander senk-
rechte Richtungen symmetrische Figuren bilden.

A Ist a,a, ... .a. a (Fig. II) eine solche symmetri-
7 sche Querschnittsfliche, die auch ein Kreis, eine
_ Ellipse u. s w. sein kann, so wird man durch die als
Fig. IL. / B . !
/ Nullpunkt angenommene auf die Normalfliiche gefiillte
/ Projection m des Schwerpunktes derselben ein recht-
B winkliges Coordinatensystem so legen kinnen, dass
N % wihrend die gesammten in sie fallenden Punkte die-
“ selbe verticale Coordinate z haben, je vier von ihnen
Wl /\\ in den horizontalen Coordinaten sich blos dem Vor-
. A zeichen nach unterscheiden. Denn zeigt man die zwei
" \// Sy Richtungen durch zwei auf der Normalfliche durch m
v S senkreeht auf einander gezogene Linien A4, und BB,
S/ \‘)1,? an, wo die erstere als die Achse der 2 und die letztere
als die Achse der y des sich so ergebenden Coordina-
. / tensystems angeschen werden kann, so sind von m an
"~ / geziahlt die horizontalen Coordinaten der angefiihrten
\\-’:j/' je vier Punkte:

+ 2+ Y Sl R S —

Das eben Gesagte gilt natiirlich auch von den Volumenelementen.

Nimmt man den Observationsort S, dessen 116he iiber der angenommenen Normalfliiche
wir = /1 setzen wollen, als Anfangspunkt an, und sind in Bezug auf denselben a =8B, und
=84 die horizontalen Coordinaten vou m; so kinnen die Coordinaten eines beliebigen
Volumenelementes des attrahirenden Korpers durch a4-a, 84y, /42 dargestellt werden. Da
nun ein Volumenelement = dx.dy.dz ist, so ist die von diesem Korper auf S in der Richtung
der x und y ausgeiibte Attraction, wenn sie den Achsen analog mit .\ und Y bezeichnet wird:

. («ata).de.dy.dz=
JX — . y
f/f Watal + (B+y) + (U2

. (B+4y).de.dy.d=
Y = c
/// {(ad-a) + (B4 + (U4}

o+ —
o) + (B4y) + 42y

Setzt man

al

wo also ¢ als eine Funetion von den Verdnderlichen z, ¥ und 2 anzusehen ist, so hat man:

A= ﬂ@.dx.cly.dz.

Denkschriften der mathem.-naturw, Cl. XXII. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern. g
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Denkt man sich ¢ blos nach z und y differenzirt, und die Differentialquotienten fiir die
Werthe =0 und y=0 genommen, so erhilt man leicht, da fiir diese Werthe von @ und y

(73
(P — 9 af 3
o
wird : .
s do Iy @t dp 4’y £
A—[/f{ m+(H+z)) '5'x+z_'y+}w' 2Tl e T Ty &5
+ ﬂ.sz/—s + . ;d.v.dg/.dz.

Wenn anstatt der Werthe der Attraction der einzelnen oben erwdhnten vier Volumen-
clemente, das Mittel aus allen vieren genommen wird, so werden sich die mit ungeraden Po-
tenzen von z und y multiplicivten Glieder heben, ohne dass der Werth des Integrals gedndert
wird.

Da man die Grundfliche der Untertheilungen beliebig klemn construiren kann, so unter-
liegt es keinem Anstande z und y, gegeniiber o und 8 so klein anzunehmen, dass die mit 2* und
y* und den noch hisheren Potenzen dieser Grossen multiplicirten Glieder als unerheblich weg-
fallen konnen, und man erhilt ganz einfach:

- dr.dy.dz
:f/f o« : ﬁ‘lLJr((Jquz)v} X
ﬁd Z_z .dz
:[f/ jo* + p* :(/H(Jrz)z;%'

Da nun ff dx. dy=1Fist, wo I'die constante Querschnittsfliche anzeigt, so erhilt man.

und durch iihnliche Schliisse

wenn noch die Integration nach z in den Grenzen von 2 = — h bis 2 = 0 durchgefiihrt wird:
- F fe— i
X =" { : + —— }
P e —i—p'—{—(/z—H) Ve + B4 | -

Y =

{ h— H H b4 }
o +ﬁ V& + B (h—1) Vo + B+ I

welehe Resultate noch auf das zu Anfang des Artikels I angefiihrte, unserem Zwecke ent-
sprechende Coordinatensystem zu transformiren sind.

Bezeichnet man zu diesem Zwecke die in der Richtung der Achsen der x und y des
letzteren Systems stattfindende Attraction mit X' und Y, die zu diesen Achsen parallelen Coor-
dinaten des Punktes m mit ¢ und 4, und setzt das Azimuth der Achse der x des ersteren
Systems in Bezug auf dieses = u; so hat man:

X' = Xecosu — Ysinu,
Y = Y cosu 4+ Xsinz, und
a =a cosu—f sinuy,
b =B coswu | a sinw.

-
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Aus diesen vier und den vorhergehenden zwei Gleichungen ergibt sich nun:

v _“F g h— 11 L o
» @+ 0 (v o+ (h—1I} ‘ Ve + o+ 0 }
2) Y { b II 1
V = —— s
( a4 &* ‘/az_l_b"’-i-(ﬂ—ﬂ)z ‘/a2—|—bz—|—H2}

Unter Beobachtung des frither Gesagten beziiglich der Grundflichen, sind diese Glei-
chungen nur dann anzuwenden, wenn 2 und 7/ bedeutende Werthe haben, z. B. wenn der
Observationsort in der Nithe hoher und steiler Felswiinde gelegen ist.

Kénnen jedoeh diese Grissen gegeniiber ¥Va* + 6% als klein betrachtet werden, so kann
man (b—A)* und 71* in den Nennern vernachlissigen, und setzt man iiberdies noch Fh=AK,
wo K den kubischen Inhalt der attrahivenden Untertheilung anzeigt, so iibergehen die letzten
Gleichungen in:

X = _"K_i’
13) (a®+07)
. 178
¥ — _,‘_“
(@59

welche Formeln in den geeigneten Fillen fiir die praktische Berechnung sehr bequem sind.

LEs kann jedoch ein zweiter Observationsort S, zu S so nahe gelegen sein, dass die hori-
zontalen Coordinaten des Punktes m irgend einer Untertheilung in den Coordinatensystemen
beider Orte nur unbedeutend von einander verschieden sind. Wiren nun dieselben in dem
Systeme von S, ¢, und b, und setzt man ¢, =« 4+ Ae und b, = b 4 Ab, so erhilt man durch
Substitution dieser Werthe in die letzten Gleichungen und wenn die Entwicklung blos bis
auf die erste Potenz von A und Ab vorgenommen wird:

X — al’ K (24" —0%) Aa + 3abAb ’
(@407)° (24 %)

Vo b - ]((?bg—azi) Ab —|: 3abAit,
(a4 0°)° (40%)*

wo X und Y die von der genannten Untertheilung auf S, ausgeiibte horizontale Attraction
anzeigen.

Vergleicht man diese Ausdriicke mit 13), so sicht man. dass wenn Ae und Ab gegeniiber
V@ +6* entsprechend kleine Werthe haben, die Unterschiede zwischen A und X\, dann ¥
und Y’ so gering werden konnen, dass man die einen Gréssen fiir die andern nehmen kann.

Bei dem angegebenen Umstande gibt es demnach eine Grenze, von weleher angefangen
die von ciner Untertheilung auf zwei, mithin auch auf mehrere Observationsorte ausgeiibte
horizontale Attraction als gleich betrachtet werden kann.

Dieser Gegenstand wird spiiter noch unter Berticksichtigung der sphiirischen Gestalt der
Erde besprochen werden, und bildet in Beziehung der am Schlusse des Artikels II erwihnten
Berechnung von D und Dp einen zweiten wichtigen Umstand.

o
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Untertheilungen von symmetrischen horizontalen Querschnittsflichen, wie sie bei der
Anwendung der oben angefiihrten Formeln erforderlich sind, wird man am besten construiren,
wenn man ihre Grundfliichen zu den Achsen des Coordinatensystems cines Observationsortes
parallel abgrenzt. Auch ist es von Vortheil diese Abgrenzung wo miglich fiir die anderen
Orte beizubehalten, weil sonst, bei verschiedenen Eintheilungen fiir die verschiedenen Orte,
sich leicht ergeben kinnte, dass die Fehler, welche bei der Abschiatzung der Hohen der Unter-
theilungen unvermeidlieh sind, im entgegengesetzten Sinne der Einwirkung begangen werden.

Man wird jedoch auf diese Art nicht bis in die nichste Umgebung eines Ortes gelangen
kénnen, weil sonst das Terrain in eine unendliche Anzahl unendlich kleiner Untertheilungen
getheilt werden miisste. In einem solehen FFalle wird es am vortheilhaftesten sein, nach Mog-
lichkeit ein Gesetz aufzustellen, dem die Oberfliiche der niichsten Umgebung des Observations-
ortes sich thunlichst anschliesst, wornaeh dann die Attraction berechnet werden kann. Beson-
dere Vortheile ergeben sich, wenn die nichste Umgebung eines Observationsortes als eine
Ebene betrachtet werden kann; denn bildet man innerhalb derselben nm den Ort herum eine
symmetrische Untertheilung so, dass die Projection des Sehwerpunktes einer horizontalen
Querschnittsfliiche dureh denselben geht, so ist die Attraction in jeder beliebigen horizontalen
Richtung = 0. Iillt eine solehe Ebene mit der gewiihlten Normalfliche znsammen, so ist die
Hihe aller auf derselben gebildeten Untertheilungen = 0, mithin iibt sic in ihrem ganzen
Umfange auf den Observationsort keine Attraction aus.

Das anstossende Terrain wird dann entsprechend in Untertheilungen getheilt. Ist man

aber dabei gezwungen im Anstosse mit einer solchen Ebene Untertheilungen zu bilden, die
dy d

nicht symmetrisch sind, so miissen selbe um so kleiner sein, weil sich - % (P J, u. 8. w. wie
) dx

es friiher vorausgesetzt wurde, nicht vollstindig heben.

Zur Eintheilung des Terrains in Untertheilungen bedient man sich guter Specialkarten,
auf welche die Observationsorte miglichst genau aufgetragen werden. Eine grosse Anzahl
von Hihenbestimmungen ist, besonders fiir die nichste Umgebung der Observationsorte
wesentlich, daler auch eine mehr detaillirte Aufnabme derselben mit Nivellement erforderlich.

Iv.

Berechnung der Attraction eines von einer schiefen Ebene in der Art abgeschnittenen
rechtwinkeligen Parallelepipeds, dass die durch das grosste Gefdlle gelegte verticale Ebene
parallel ist zn zwei Seitenfldchen.

, Fle L Es sei (Fig. ITI) das rechtwinkelige Parallelogramm
/%‘\\‘ ~m n o p die Grundfliche eines solchen rechtwinkeligen

a ﬁ Pavallelepipeds; m'#'o'p’ sei der schiefe in dem erwihnten

ST T / Sinne gefiihrte Sehnitt, wo demnach mm’ = oo und ni' = pp’

; sein wird. Der von diesem Korper attrahirte Punkt S se1 aunf

m___ der schiefen Ebene so gelegen. dass scine Projection S, auf
. die horizontale Ebene m 1 0 pin den Sehwerpunkt derselben

1% ) falle.
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Nehmen wir vorliufig ein rechtwinkeliges Coordinatensystem mit dem Nullpunkte in S
so an, dass die Achsen der o und y parallel zur Grundfiiiche, die Achse der z iiberdies
parallel za den Seitenfliichen man’ #n', dann oo" pp', mithin die Achse der z senkrecht auf die
Grundfiiclie seij so ist die in der Richtung der beiden horizontalen Achsen auf S ausgeiibte
Attraction:

v — /‘ wde . dy.dz
(x2+y2+$2\)?

y _f/‘/‘ yde.dy.d=
()

Integrirt man den Ausdruck fiir ¥ nach den von eimander abbiingigen z und z, so bleibt,
da zwischen diesen Grossen und y keine Relation besteht, noch ein Ausdruck von der Form
J(#°) ydy zu integriren iibrig. Da nun [ f (¥°) ydy offenbar eine Function blos von 3* sein

kann, mithin in den Greuzen von y = — g, bis y = -+ y, gleich Null wird, wo y, = % m o,

= L pjsoist auch ¥ = 0, daher die Attraction in der Richtung der y ebenfalls = 0. Es
ist dies auch ganz natiirlich, weil in der Richtung sowohl der positiven als auch der negativen
y dieselbe Attraction stattfindet. Es eriibrigt also nur den Ausdruck fiir X zu integriren.

Thut man dies nach z in den Grenzen von z = z, bis 2 = £, so ergibt sich:

//’ a.de.dy. b f/ x.de.dy.z
@)V + 2 @) Vo' + g+ 4

Betrachtet man in dieser Gleichung rechts das erste Glied, so sieht man, dass dieses

und

Integrale eine Function blos von 2° sein kann, mithin in den Grenzen von x = — z, bis
xr = + 2, gleich Null wird, wo &, = 1 mn = 1 o p ist.
Wir haben demnach blos zu beriicksichtigen:
- z.dr.dy.z
A= / Bey

@4y Vo' + ' + =
Um die Integration nach 2 vorzunehmen, muss z, durch z ausgedriickt werden. Setzt
man, da z nach unten positiv, entgegengesetzt negativ, und 2 in der Richtung der gréssten
Steigung positiv geziithlt wird:
2, = — nx,

wo

mm — nn’
= —
mn

ist (siehe Fig. IIT), so hat man

v ff nx®. dx.dy
— @) (A )

wo y, wie schon erwihnt wurde, von  unabhingig ist. Mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes
erbilt man, wenn die Entwickelung nach den steigenden Potenzen von (2*) oder vielmehr von
(»* 2*) vorgenommen wird:

1 1 1 nat 3 ntx

- - ? . .

.

(‘1:2—|—]/2) ((1—|—n2) mz—l—y?)% T (-1’2+_7/2)% 2 (1,2-}—2/2)% 8 (xz_i_yz)T
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eben so erhilt man:
1 1 1 n’ g’ I 15 n*
[(1 + %Z) 2 + ,7/2]% (xz_i_yz)% 2 (wQ—I-yQ)_ 72 (wz_l_yz)%
Wird nun beriicksichtiget, dass n stets nur einen kleinen Werth hat, so wird man der
hier nithigen Genauigkeit unbeschadet den einen Ausdruck fiir den andern nehmen kénnen,

und man erhilt dann sehr nahe:

3 = 21/3+"'.dx.dy
X:?Z 3// 3+n_
.1: —I—./]”
3+ n?
x‘/ 3% _
‘/3 + .de = dt
3
Y—n & . d=. (ZJ
3+” GEEON

Nimmt man in diesem Ausdrucke zuerst die Integration nach & in den Grenzen von
‘/3—{—7&2
3

und wenn

mithin

gesetzt wird:

E=—E bisé= 1+ &, wo & = .z, ist; dann nach y in den Grenzen von y=—y,
bis y = + y,; so erhilt man:
. 3\ B4t
;&_:272( ).’. _yl_logggl,
+ 7 186+ 4 —6

Zur leichteren Berechnung kann man setzen:

& /340 @
—:‘ 5 o — = tamg @'

5] Yy

3 g 1
— 471( T ) . ¥, - logtang (450 4 = v-)
wird.

Setzt man das Azimuth der dem grissten Gefille parallelen Achse der o dieses Systems
= wu, und bezeichnet die in der Richtung des Meridians und senkrecht darauf wirkende
horizontale Attraction mit A" und }7; so erhiilt man:

. 3 \¢ 1
S X' = 4n (é_-l— ng)' eos u . y, logtang (40’ - = v),

Y = dnf—> )¢ s (450 5 L
= 4n 5 a) SR log tang (40 —}-?0).

Da sowohl hier, als aueh in dem Folgenden bei allen algebraischen Ausdriicken und
Functionen stets nur natiirliche Logarithmen gemeint sind, so muss bei numerisehen Berech-
nungen der Brigg. Log. noeh mit 2,3025851 multiplicirt werden, um das richtige Resultat

zu erhalten. Brigg. Log dieser Zahl = 0,3622157.

wo dann

i

14)

o) oo
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\f
Berechnung der Attraction eines Berges, wenn der attrahirte Punkt auf einer beliebigen

Stelle seiner Oberfliche gelegen ist, und bei der Voraussetzung, dass der Berg eine
arrondirte Form habe.

Es sei S5, 7, p, (Fig. IV) ein Theil eines Kreis-

Fig. IY. segments, der grosser oder kleiner sein kann, als die
[Tilfte desselben; SS, sei senkrecht auf den Theil S,f,
f ~ seiner Sehne. Zeigt nun SS,S, die Tangente des
Sy Kreisbogens in S an, so wird der Winkel S,SS, Z 90°,
e \\‘*/\{’\ je nachdem SS,fip, grosser oder kleiner als die Hilfte
A T des Segmentes ist.

o Wir wollen fiir die Folge den Winkel 8,55, mit
- . < 77 z, und den Winkel S)Sf;, mit o, bezeichnen, so dass
(v,—v,) einen Winkel vorstellt, welcher der Hilfte

. des Kreisbogens Sp, f, entspricht: -

Dreht man nun diesen Theil des Segmentes um
die Gerade SS,, so entsteht ein Korper f, p,SS,f, p,
(Fig. V.), der als Ausschnitt eines Berges betrachtet,
und dessen Attraction, die er auf den in § angenom-
menen Observationsort ausiibt, berechnet werden soll.
Ist SS, parallel zur Richtung der Normale der Erd-
oberfliiche in S, so wird, nach dem hier allgemein
geltenden Coordinaten - Systeme, SS, mit der Achse
der z zusammenfallen, und S, f, 7, parallel zur Ebene

der @ y scin.
Fiihrt man Polar-Coordinaten ein, indem man setzt:

x = 7 SIn ¥ COS U,
y = »sin v sin «,

& = 1 C0SV;

so zeigt » den Radius an, der den als Nullpunkt angenommenen Observationsort S mit einem
Elemente p des in Rede stehenden attrahirenden Korpers verbindet; » ist der Winkel, den
der Radius mit der Achse der #, und « der Winkel. den die durch » gelegte senkrechte Ebene
mit der Meridiancbene von S, mithin mit der Achse der « bildet; wonach also u ein Azimuth
vorstellt. In welchem Sinne diese Winkel zu zihlen sind, ergibt sich aus der positiven und
negativen Richtung der Achsen.

Der kubische Inhalt oder die Masse des Elementes p wird demnach sein:

»?du . sinv . dv . dr
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und die auf Sin der Richtung der beiden horizontalen Achsen ausgeiibte Attraction, wenn
solche analog mit X und Y bezeichnet wird:

" cr’du.sin o.dv.dr
X = ff/ -
(m2+y2+52):
y :/]]‘yrgdza.sin ?;.dz;;dr’
(2*-y°-=%)°
wenn Polar-Coordinaten eingefiilrt werden:

X:Mcos w . d . sinv . de . dr
Y :/[/sin w.du.,sin?v . do .dr

und wenn die Integration nach » in den Grenzen von 7 = 0 bis r =7, wo niimlich der Radius
eine der Flichen, die den Korper begrenzen, trifft, vorgenommen wird, wihrend man » und

w als constant betrachtet:

X:/]?; cosu . du . sinlv . do,
15)
Y = [/7', sin o . du . sin® v . do.

Bei der ferneren Integration nach »,, wo « als constant betrachtet wird, muss offenbar r,
durch » ausgedriickt werden. Da jedoch », in dem Falle, in welchem der Radius die ebene
Grundfliche in f triflt (Fig. IV) eine andere Function von » ist, als wenn er die Kugelfldche
n p, triftt; so muss sowohl die Attraction des Kegelausschnittes SS, £, f, (Fig. V) als anch die
des iiberbliebenen von der Kugeloberfliiche begrenzten Korpers Sf,p.f,p, jede fiir sich ab-
gesondert berechnet werden. Fiir den von der Kugeloberfliche abgegrenzten Korper ist, wenn
(Fig. IV) der Winkel S, Sp, = v gesetzt wird,

Spy, = 7, = 2a sin (v,—v),

10) .
r, = 2a (sin v, cos v — cos v, sin v),

/

wo « den Halbmesser des Kreisbogens Sp, f, anzeigt. Substituirt man diesen Werth in die
Gleichungen 15), bezeichnet die in der Richtung der analogen horizontalen Achsen wirkende
Attraction dieses Korpers mit X, und Y, und nimmt die Integration in den Grenzen von
r=uv, bis v=uv,, vor; so erhiilt man:

. o . sin®a, sinz, cos®z,  cos’y,
X = [2«{sinw, — + cos e — — | cos v,—cos v, )| cosu.du,
3 3 “L 3 3 '

y 5 . sin»,  sin’e, cos’s, cos’s,, . d
;= fRagsmy, (—————) 4 cosp, | ——————(cosu,—cos v, | |; sme. du.

Fiir den Kegelausschnitt ist (Fig. IV) », = §f und setzt man SS, = 4, so ist:

17)

18) r =
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indem der Winkel S,8f mit v bezeiechnet wird. Substitnirt man diesen Werth fiir » in die
Gleichungen 15), bezeichnet die iu denselben Richtungen wie beim vorigen Kirper wirkende
Attraction mit .Y, und Y, und nimmt dic Integration in den Grenzen von » = 0 bis v =,

~ 1 .
X, :/ h {log tang (45° + 5 zvl> — sin v,} cosu . du,
ke =) 1 O
Y, = [k {logtang {45° 4- - v, —sm v,

Die Ausdriicke 17) und 19) geben die Attraction nur bis auf den Fuss des Berges. Da
jedoch die Unterlage desselben vom Fusse an bis zu der angenommenen Normalfliiche eben-
falls eine Attraction auf den Observationsort ausiibt; so wird man bei der Berechnung dieser

vor. so erhilt man:

19)

sint 2 . du.

letzteren am besten zum Ziele gelangen, wenn man sich durch die Seitenflichen des Bergaus-
schuittes SS, £, p, und SS, f, p, (Fig. V) zwei Ebenen und durch die Punkte £, und f, eine
Cylinderfliche so gelegt denkt, dass die Achse der letzteren mit SS; zusammenfillt. Hierdurch
entstelit ein Korper S, £, f ¢ ¢,0 (I'ig. VI), der, von diesen drei Flichen, dann von der
angenommenen Normale ep,o, und der Grundfliche S, f, f, des Bergausschnittes begrenzt,
offenbar ein Cylinderaussehnitt ist, und die Unterlage des Dergausschnittes bildet, dessen
Attracton berechnet werden soll.
S Ist 8 wieder der Observationsort, so fillt SS.e
. mit der Achse der 2 zusammen, und SS, 1st = 2, wo
— k den vorigen Werth hat, hingegen // die IIhe von
b S iiber der Normalfliiche anzeigt.
H Nimmt man einen Radius e an, der senkrecht auf
SS,s um diese Verticale, dem Azimuth » entsprechend
sich bewegt, so hat man nach unserem Coordinaten-

@ systcme:

D N b =—ma ¢ —g &
AN e A x=-zcosu , y = ¢&sinu.
so - o

Iin unendlich kleines Volumenelement ist dann:

g du . ds . dz;

mithin die Attraction des Cylinderausschnittes in den entsprechenden Richtungen, wenn selbe
den Achsen analog mit .Y, und Y bezecichnet wird:

x. ds. d~
4X _ff e du.,
(gt
/‘f y.sdu.de. d’
(gt
und wenn fiir @ und y die oberen Werthe substituirt werden:

A _f//‘ cos w.du.dz. ds’

(£*+2%)

, /‘[/‘ sin u.dwu.dz. s ds
o (52—}—22)?

Denkschriften der mathem.-naturw, Cl. XXII. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern.

(alu

20)
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Integrirt man diese Ausdriicke nach 2z in den Grenzen von z =1/ bis 2 = I, wihrend e
und w als constant betrachtet werden, so erhilt man:

- / Hecosw.du.de hcosu . du.de
_/ Ve L Ik _ff_l/?——i—/;——,
T :/fﬂsm w . du . ds —//M |
Ve 4 I Vea R

Um den Werth des ferneren Integrals nach & in den Grenzen von ¢ = 0 bis ¢ = ¢,
wihrend # als constant betrachtet wird, zu erhalten, setze man rechts fiir das erste Glied
£ Do HdV . . . € R hdy
— = tang V, mithin de = —— und fiir das zweite Glied — = tang », mithin dz = - st
H cos® V' @ h cos’o
dann, wenn ¢ = ¢ wird, — = tang V, und = tang v,, so ist, dafiire =0 auch V=0v=0

(]

wird, das Integral des ersten Gliedes in den Grenzen von V=10 bis V=V, und das des
zweiten Gliedes in den Grenzen von v = 0 bis » = v, zu nehmen, und man hat:

1 7 1 .

X, =/H log tang (450 T V/) cosu . du —/h]ogtang (450 e U,) cos w . du,

21)
Y, —fﬂ log tang (450 + — V) sin w . du — /h logtang (49 + —’U) sin w . du;

o

e ist hier offenbar = 8, £, = 8, f, (siche Fig. V und VI).

Bei der nun folgenden Integration der Gleichungen 17), 19), 21}, nach u ist zu beriick-
sichtigen, dass die simmtlichen daselbst vorkommenden Grossen als unabhingig von u zu
betrachten sind. Bedenkt man ferner, dass in den Grenzen von w =w, bis v =,

1 1
/cos wdu = 2 cos— (u“-|—u) sm; (w,—u)
: .1
/sin u du = 2 sin —2— (0,4, sin o (w,—u)
ist, und substituirt iiberdies in 17) fiir ¢ den aus 16) und 18) sich ergebenden Werth

3

2 cos v, sin (v, —2,)’
von je drei Gleichungen, so dass

wenn daselbst v = v, gesetzt wird; so erhidlt man bei der Zusammenziechung

.zY/ —+ .zY“ —|— Xm = 4Y4,
Y+Y +Y, =Y

1

genommen wird:

1
cos v, cos 4 (v, —,

1 . 1 o sin %(vu_’_vl)
X, =2cos5(u,+u) sing (w,—wu) {h | sinv, M 4 cosv, | N— )) —sin U] 4

+ Hlog ta‘ng (45" + % K)§

22)

1
cos v, c0s 5 (v, —2,

Y, =2sin —i—(uu—{- ) sin% (w,—u,) gk [sin v, M+ cosv, (N_ sing (v, +2,) ) __sn U,] n
- )

+ H logtang (450 4 % V/)z

)
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wo der Kiirze halber
1 [3sin® 5 (v,42) cos’ (v,—2,) 4 cos'g (2, 4-2,) sin’5 (v, —2,)] cos 3 (v,+2)

M=—.
3 cos v, cos% (v,—v,)

N — 1 [3 cosz—; (v, +4») cos® fT (v,,—v,) + sin® %(v“—l—v‘) sinzf?(z’“——v,)] sin % (»,+72)
3" cos v, cos_iz (,—2,)

gesetzt wurde.
X, und ¥, sind daher die Werthe der von dem ganzen bis auf die Normalfiiche rei-
chenden Bergausschnitte in der Richtung der analogen Achsen ausgeiibten Attraction.
Fig. VI Es sei nun ferner (Fig. VII) Af, f,.,f°BA, f' B,
N die Projection des Bergumfanges am Fusse desselben
auf die angenommene Normalfliche; S sei die Projec-

tion des Observationsortes, ASA, und BSB, die der

B L 2 Achsen der z und y nach dem hier allgemein giltigen
» 7 Coordinatensysteme.
~ . 5 G o
s Stellt nun f, Sf, ., die Projection eines Bergaus-
/ . . P
schnittes vor, so ist natiirlich:
/ w,= A8 f.,

A/ w, = ASf,,
‘an + ‘S:fnT'l .

e:—————:? »

n+

Fn
zeigt ferner m, die Hohe der angenommenen Normalfliiche iiber der Meeresfliche an, und sind

m, m,, m,,, die dem Observationsorte S dann den Fusspunkten f, 7., entsprechenden Hohen
iiber der Meeresfliche, so hat man:
I =m — my

My~ Mgy
h = m — —Qj—

Daraus erhidlt man, wie schon oben angefiibrt wurde, die Werthe von V7, und »,, indem
man setzt:

@
7 —
tang V= Eund
23) ;
tang v, = —.

h

Denkt man sich eine die krumme Oberfliche des Berges in‘dem Observationsorte S tan-
girende Ebene, und legt durch denselben eine anf die angenommene Normalfliiche senkrechte
Ebene, deren Azimuth von der Achse der z, mithin von 4 an, geziihlt = w ist, so wird der
Schnitt dieser beiden Ebenen offenbar eine Taugente der krummen Oberfliche des Berges
sein, und das Gefille o der tangirenden Ebene in der dem Azimuth u entsprechenden Rich-
tung anzeigen, wornach also o derjenige Winkel ist, den die betreffende Tangente mit der
Normalflache bildet.

Bezeichnet man die Werthe von o und u, wenn o die grisste Steigung, also den grossten
positiven Werth erlangt, mit O und U, so ergibt sich nach einer einfachen Herleitung:

tang 0 = cos (u—U) tang O,
h#*
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wo o positiv oder negativ ausfillt, je nachdem das Gefille eine Steigung oder Senkung in

sich begreift. . ‘
Fiir den Bergausschnitt £, Sf,,, erhdlt man, wenn anstatt  der Werth = (u,+u,) gesectzt
wird :
24) tang 0 = cos (% (0, -+u,) — U) tang O,
und
25) v, =90 + o.

Es fehlen daher nur noch die Werthe von O und U, um die numerische Berechnung der
Formeln 22) vornehmen zu kinnen. Zur Bestimmung dieser beiden Grossen wird hier blos
die Kenntniss der horizontalen Lage des hochsten Punktes /2 der Bergoberfliche (IFig VII) und
des auf dersclben befindlichen Observationsortes S nebst seiner 1che vorausgesetzt, und an-
genommen, dass die grésste Steigung in der Richtung vom letzteren auf den ersteren statt-
finde. Fiihrt man daher durch diese zwei Punkte mittelst einer auf die Normalfliche senk-
rechten Ebene den Schuitt f2PSF, so ist das der grissten Steigung entsprechende Azimuth

U= ASP= ASP.

Fig. VIIL Das durch den eben erwiihinten Sehnitt

2 entstchende Profil des Berges istin (Fig. VIIT)
\ P dargestellt. «°¢" 1st der Schnitt der senkrech-
~ ten Iibene mit der Normalfliche; f° und f*

—_ ¢ sind dieselben Fusspunkte wie in (Fig. VII);
P, S, und f'g sind parallel zu 2°¢'s PP, und
SS,s sind senkrecht darauf, mithin auch
senkrecht auf f° I, S, und f's; o°f° P,S,af" ¢’
prist das Profil der frither erwithnten Unterlage
/ des Berges; endlich stellen die Kreisbdgen
y - > 2ppPS und Sp,f den Schuitt vor, den die
s e verticale Ebene mit der krummen Oberfliche
des Berges bildet. Ist das Centrum von f°PSin C, so ist das Centrum von Sp,f’ in dem
Sehnitte C, den der aus der Mitte p, der Chorde Sp,f” errichtete Perpendickel p,C mit dem
Radius CC S bildet. Eine durch S senkrecht auf SC C gezogene Gerade S SS,, tangirt beide

Kreisbogen in diesem ihren gemeinschaftlichen Punkte. Werden S,8S, und ¢’ so weit ver-

lingert, bis sie sich schneiden, so ist der von ihnen cingeschlossene Winkel = O, mithin
0= PCS.

Setzt man nun f° ) = L, S§,I, = [, Werthe, welche in Folge der bekannten Lage von S
und P’ ebenfalls als bekannt vorausgesetzt werden konnen; ferner die Hohe von S iiber der
Horizontalen £°1, S, nimlich §§,=7; endlich I’Cf°=1w und den Halbmesser Cf’= CP=CS=a;
so erhiilt man:

acos O — acosw =y
asmw = L

asin O =/



Die Abweichung der Lothlinie bei astronomischen Deobachtungs-Stationen ete. 61

und durch ein entsprechendes Verfahren mit diesen Gleichungen auch:

1 7
tang— (w—0) =Iiv
1
tang - (w4 0) = L—7_5

Da nun

ist, so 1st nebst dem schon bekannten Werthe von U aueh O bekannt, so dass es keinem An-
stande unterliegt, endlich auch die Werthe von o und », nach 24) und 25) zu bestimmen.
Um die Attraction des ganzen Berges zu erhalten, theilt man (Fig. VIIT) mittelst durch S unter
gleichen Winkeln, senkrecht auf die Normalfliiche gelegten Ebenen den Berg in der ganzen
Peripherie, von A angefangen, in die ndthige Anzahl gleicher Ausschnitte. Die Summe
der Attraction dieser letzteren gibt dann die Attraction des Berges selbst.

24 bis 36 solcher Ausschnitte werden hinreichend sein.

Sollte sich der Fall ereignen, dass fiir cinen oder mehrere Ausschnitte v, <<», zum Vor-
schein kommt. so ist das cin Zeichen, dass die krumme Oberfliche solcher Ausschnitte als
concav zu betrachten sei. Die Formeln 22) geben auch fiir diesen Fall richtige Werthe.

Befindet sich der Observationsort auf der hochsten Stelle des Berges, so fillt S mit P
zusammen (Fig. VIIL), wo dann offenbar IS, = { = 0 ist, und nach’ den zuletzt angefiihrten
Gleichungen ergibt sich dann:

1
tang — (w—0) =%,
und
1
tang - (w+ 0) :%,
mithin
1 1
< (w+ 0) =~ (w—0)
und
0 =0,
womit man aus 24) und 25)
o =0
v, = 90°

erhilt.
Setzt man diesen Werth von », in die Gleichungen 22) und bedenkt, dass

. . 1 1
cos v, = sin (90 4-v) = 2sin (45“ + ?v,) cos (450 - T”/)

und
N 9 - 1 .9 - 1
— sin v, = cos (90+4»,) = cos’ (400 + T”:) —sm“(4o° + 5?),)

ist; so erhdlt man schliesslich:



62 Eduward Pechmann.

X, = 2cos . i I .logtang ( 45"+ 2 V) —#
2 4:‘.cos§(u,,—{— u,)s1n§(u”—u/) .logtang _|_§ | —7

( k R R 1
+ 5 o8 (450 -+ 5 ,) cotg® (450 + 5”/)}
Y, = 2sin . in - i) 159+ 27 )= —2eos (4504 20 )|+

=12 smé(uu—i—u/) smé(u”—u) Jogtang +35 V) —* |5 —gcos 52|

/ 1 1

+ —é— cos’ (450 + TU/) eotg® (450 + —O—v/)}

26)

-
Y

als diejenigen Gleichungen, welche dem Falle, wenn sich der Observationsort auf der hochsten

Stelle des Berges befindet, entsprechen.

Die Gleichung — = tang », wird fiir », einen Werth geben, der selten unter 70° ist
(2

. . . 1 1 . :
demnach wird das Glied % cos® [45° + — 2;/) cotg® (45" + — v/) einen so geringen Werth

erhalten, dass es bei der hier néthigen Genauml\elt i den meigien Fillen wird weggelassen
werden konnen, wodurch diese Formeln zur Bereehnung cine bequeme Form erhalten.

bl

VI

Berechnung der Attraction fiir die ndchste Umgebung eines Observationsortes, wenn diese
s0 unregelmissig ist, dass man die obere Fldiche derselben keinem Gesetze unterwerfen
kann,

In einem solchen Falle wird es am zweckmissigsten sein, zuerst anf dhnliche Art, wie es
bei der Unterlage eines Berges im vorigen Artikel geschelien ist, das Terrain in der ganzen
Peripherie mittelst durch den Observationsort unter gleichen Winkeln senkreeht auf die Noz-
malfliche gelegten Ebenen in die entsprechende Anzahl Theile zu theilen, und dann diese
Ebenen mit concentrischen Cylinderflichen von verschiedenen Halbmessern in der Art zu
schnetden, dass ihre gemeinschaftliche Achse mit dem gemeinschaftlichen Schnitte der verti-
calen Ebenen zusammenfillt.

Schiitzt man hierauf die ITohen der sich so ergebenden Untertheilungen in der Art ab,
dass man ihre oberen Fldchen als horizontale Ebenen betrachten kann, so werden diese
Unterthe]lmwen holhle Cylinder- oder eigentlich Rohrenausschnitte bl]den deren Attraetion
nun zu berechnen sein wird.

Es 1st augenscheinlich, dass man zu diesem Zwecke nur die Ausdriicke 20) des vorigen
Artikels in den entsprechenden Grenzen zu integriren braucht.

Nehmen wir zur Vereinfachung noch an, dass der Observationsort im Niveau entweder
der oberen oder der unteren horizontalen Fliche der Untertheilung sich befinde, so ist im
ersten Falle das Integrale nach z in den Grenzen von z = 0 bis z = %, und im zweiten Falle
i den Grenzen von 2 = — £ bis 2 = 0 zu nehmen, wenn % die Hohe der Untertheilung an-
zeigt. In beiden Fillen erhdlt man jedoeh, wenn mit X und Y die horizontale Attraction in
der Richtung der analogen Achsen bezeichnet wird:

/]‘/z cos u.duw.ds
y

le-{—/L

.//‘/1 sin w.du. de
i
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Die fernere Integration nach e muss selbstverstindlich, wenn ¢ und ¢, die Halbmesser
der einschliessenden und eimngeschlossenen Oylinderfliche anzeigen, in den Grenzen von e = ¢,

c .= . hdw .
bis e = ¢, genommen werden, und setzt man hier - = tang e, mithin de= , so wird das
c, :, 2 ) _ costaw
Integrale nach w, wenn - = tang w, und -, = tang w, gesetzt wird, in den Grenzen von
(3 (2

w = w, bis w = w, genommen werden miissen. Thut man dies, und integrirt ferner nach u in
den Grenzen von w = %, bis v = u,,, so erhilt man schliesslich, da hier alle drei Veriinder-
liche von einander unabhingig sind:

1 1 tang (45°+ L w,)
X=2 cos - (u,+u,) sin - ( t,—u) klog ,
0_) 2 tang (40 == u',)
-
o1 1 tang [40° 4+ %w”
Y= 2sin - (v, +u) sin - (v,—u,) & log ( : )
= = tang (4{_)0 -+ T wl)

Durch eine zweekmiissige Zusammenstellung dieser zwei Fille wird man sich in jedem
anderen Falle behelfen konnen; denn betrachtet man bei gleichen Querschnittsflichen X und Y
als Functionen von %, z. B. als F'(k) und f (%), so erhilt man, wenn der attrahirte Ort zwischen
dem Niveau der oberen und unteren Horizontalfliche, und zwar von dem der ersteren um £,
und von dem der letzteren um %, entfernt gelegen ist, die auf ihn ausgeiibte Attraction:

X=Frh)+ F)
und - '

=f(k) +f(h);

und wenn er oberhalb der oberen oder unterhalb der unteren Niveaufliche um #, entfernt
gelegen ist, und die Hohe der Untertheilung = £, ist, so hat man:

X=TF(+h,)— Fh,)
und

17 :f(]Z/ +]Z//) —f(hu)'

. Wenn die Entfernung des attrahirten Ortes von ciner der beiden Niveauflichen gegeniiber
e, und ¢, als selir klein angeschen werden kann, so wird es hinreichend sein, den einen oder
den andern der beiden den Formeln 27) entsprechenden Iille anzunehmen.

VIL

Die bis jetzt dargestellte Berechnung der Attraetion der verschicdenen Untertheilungen
hat, wie schon am Schlusse des Artikels [I gesagt wurde, nur in soferne Giltigkeit, als man
die angenommene kugelformige Normaloberfliiche als eine Ebene betrachten kann. Cber-
schreitet die Entfernung der attrahirenden Untertheilung von dem attrahirten Orte die dort
angegebene Grenze, so muss die Kriimmung der Erdoberfliche beriicksichtiget werden. s
wird hier am zweckmissigsten scin, Meridiane und Parallelkreise zu Abgrenzungen der Grund-
fliche der attrahirenden Untertheilungen anzunehmen, weil hiezu dic Karten, aufwelchen diese
Linien schon ersichtlich sind, beniitzt werden konnen.
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Die eine Untertheilung abgrenzenden Seitenfliichen sind dann durch die Meridiane gelegte
Ebenen und den Parallelkreisen entsprechende Kegeloberfliichen, deren Spitzen mit dem Mittel-
punkte der Kugel concentrisch zusammenfallen.

Nimmt man vorlinfig ein rechtwinkeliges Coordinatensystem an, dessen Nullpunkt im
Mittelpunkte der Erde ist, dessen Achse der # mit dem Schnitte, welchen die Meridianebene
des Observationsortes mit der Aquatorebene bildet, und die Achse der y mit der letzteren zu-
sammenfillt; so ist die Erdachse zugleich die Achse der z. Zeigt nun 7 die Entfernung irgend
eines Volumenelementes p der attrahirenden Untertheilung vom Mittelpunkte der Erde an, ist
b die Breite und ¢ die Linge desselben, wo die erstere vom Aquator gegen Norden, die letz-
tere vom Meridiane des Observatlonsmtes gegen Westen positiv, entgegengesetzt negativ ge-
zihlt wird; so sind die Coordinaten von p, die Erde als eine Kugel betrachtet:

x, = 7 ¢0s b cos ¢,

y, = 7 cos b sin ¢,

&, = rsin b,

wo z, nach der Seite des Observationsortes, 7, gegen Westen und 2, gegen den Nordpol positiv,
entgegengesetzt negativ gezithlt werden. Bezeichnet man die Dreite des Observationsortes mit
DB, seine Entfernung vom Mittelpunkte der Erde mit ¢, so sind die Coordinaten desselben, da
fiir 1thn ¢ = 0 1st:

x, = ecos D,

y//: 07

z, = esin I;
"

mithin sind die Coordinaten des Elementes p, wenn der Observationsort als Nullpunkt ange-
nommen, und fiir , y, 2, dann . y,, 2, diec oberen Werthe substituirt werden:

E=1rcosbcost—ccos D,
=7 cos b sin ¢,
{ = #sin b — esin D,
Da nun der kubisehe Inhalt eines Elementes p .

= »*cosb .dr.db.dt

ist, so erhiilt man, wenn die von der Untertheilung auf den Observationsort ausgeiibte Attrac-
tion den drei Achsenrichtangen dieses Systems analog mit X', Y, und Z' bezeichnet, und wenn
fiir &, v, ¢, die oberen Werthe gesctzt werden:

. f/]‘ (r cos b cos t — e cos D) »* cos b.dr.db.dt
{ 2re (cos b.cos t.cos 3 + sin b.sin ) 4 ez‘l%,
= 7° cos® bsin ¢.dr.db.dt
98) I’l Z/f/ 2 . . R,
{r*— 2re (cos b.cos t.cos I + sin b.sin D)+ e“}:

. _M (rsinb — esin B)/* cos b.dr.db.dt
- {9'2 2re (cos b.cos t.cos B+ sinb sinB)+ e }%
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welche Ausdriicke man nach den von cinander unabhiingigen Veridnderlichen: », b, und ¢ in

den entsprechenden Grenzen zu integriren hat. Sind diec Werthe dieser Grossen enthalten
den Grenzen:

vou r = 7, bis»r =,
Y b:b, » b:bm
w =1t 4, =1,
und setzt man der IKiirze halber
7'! + 7'1/
ry = 5 9
b+ b
b =1,
f, + t,
1‘0 —

C)

so kann man dret Veriinderliche p, B und = in der Art einfiihren, dass

ro + p =7,
bo+ﬁ:b;
ty, + =1

wird, wo dann offenbar g, B und t als Funetionen von 7, b und ¢ zu betrachten sind, indem 7,
b, und 7, constante Werthe haben. Setzt man in diese Gleichungen einmal die Grenzwerthe

, b, t, das andere Mal die Grenzwerthe 7, 6, ¢,, so ergibt sich, dass die Werthe von p, # und
= in den Grenzen
7'“—' 7'} . ’)'“——71
\Ollp——TbISp-— >
. bu - b/ q b// - b1
”» p — 9 n PP 9
P [H-—{l — tu_t/
n L — T 9 p b= 9

>nthalten sind.

Aus dem cben Gesagten wird man leicht ersehen, dass in jeder attrahirenden Unterthei-
lung je acht Elemente vorkommen, deren Polar-Coordinaten sich nur durch das Vorzeichen von
g, B und t unterseheiden, was folgende Combinationen gibt:

Ty S+ Py bo+ﬁ: b + 73
7y + Py b, — B, b T 7
Yo — P> b, + B, t + 75
Yo — P b, — B, L + T
ro + P, b, -+ B, t, — T3
Yo+ Py bo — B, lo — 75
ry — P, b, + B, ty — T
Ty — P, b, — B, t, — T

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl, XXII. Bd Abhandl. v. Nichtmitgliedern. 1
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Setzt man

X’:[/jcp.dr.db.dt,
so 1st mit Riicksicht auf die erste Gleichung 28)

(1 cos b cos t — e cos B) »* cos b
¢ = . ) 3
{r’z — 2re (cos b cos ¢ cos B+ sin Bsin b) 4 62:‘%

und wenn fiir 7, b und ¢ die Werthe 7, + p, b, +  und ¢, + t substituirt werden, so ist ¢ als
eine Function von p, 8 und t zu betrachten.

Nimmt man die Differential-Quotienten fiir dic Werthe p = 0, § = 0 und = =0, so er-
hilt man, da fiir diese Werthe

(7 cos b, cos t, — e cos B) »; cos b,

? — o5 . .
{7-5 — 2r, € (c0s b, cos t, cos I3 - sin b, sin B) - e"':%
wird :
(7, 05 by cos ¢, — e cos I)r; cos b, dy n dy o dy n dy Lt
— : = — . P . [-’ LT - Ab_ 5
;)-3 — 21, e (cos by cos £, cos B + sin b, sin B) + ¢’ do ap d= de* = 2
d*p B o , , &y 2 d*y , d*o

s
=
on
"

@ Tt T T e T g

4}

Substituirt man diesen Werth in dic letzte Gleichung fir A" und nimmt fiir jeden der
einzelnen Werthe der Attraction der je acht oben angefiithrten Elemente das arithmetische
Mittel aus allen Aeht, so werden sich alle Glieder, welehe ungerade Potenzen von p, § und <
enthalten, Lieben, ohne den Werth des Integrals zu @ndern, und man erhilt auf diese Art:

=L {[:r‘; — 21, e (cos b, cos ¢, cos I + sin b, sin B) 4 eg]% dg* 2 g 2 i det T2 -

N

4 u.s. f.; dr . db . dt.

Bezeichnet m denjenigen Punkt, dessen Lage durch die Polar-Coordinaten 7, b, und ¢
angegeben wird, so kann man m als den mittlern Punkt der attrahirenden Untertheilung be-
trachten, dessen Entfernung vom Observationsorte

=} i — 2rye (cos b, cos ¢ cos B + sin b, sin B) + ¢
1st,

Gibt man aber der attrahirenden Untertheilung nur eine solche Ausdehnung, dass p, 7,3
und 7,7 gegeniiber dicser Entfernung als klein betrachtet werden konnen, so werden die
Glieder von g, §* und <* einen so geringen Werth haben, dass man sie bei dem hier nithigen
Grade der Genauigkeit vernachlissigen kann. Demnach erhilt man sehr nahe, wenn die In-
tegration des letzten Ausdruckes fiir .\" nach den von einander unabhingigen Veriinderlichen
», b und ¢ in den oberen Grenzen nach einander vorgenommen wird:

(7o €05 b, cos t, — e cos I3) »5 cos b, (»,—) (b, —D,) (¢,—t,)
{7-3 — 2r5e(cos b, cos ¢, cos B + sin b, sin B) -+ ee}{-

X' =
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Setzt man:

P = 7} cos b, (r,—r) (b,—b) (¢,—1)
und

r,—r, =h,

i

wo [ die [I6he der attrahirenden Untertheilung iiber der angenommenen Normalfliiclie anzeigt,
bt
el

-

s0 hat man auch, da b, = i

b
P—riheos ) 5 by (),

Der kubische Inhalt eines Volumenelenientes ist, wie schon oben gesagt 1*cos b. dr.db. dt.
Nach vorgenommener Integration ergibt sich der kubische Inhalt der attrahirenden

Untertheilungen.

3 1 1
=3 (7”——7’) cos (b, 4 b,) sin = (b,—b) (t,—t).
. r, 4, ro— », -+ r,—7 Je
Es ist aber », = ““—— 4+ —“——und 7, = “2 — ~=—, oder r, = 7, + - und
l[ - — - —
’o= 1, ——.

)
Substituirt man diese Werthe in den letzten Ausdruek bei Vernachldssigung der hoheren

Potenzen von % in dem Factor (#°, — 7° ) und erlaubt sich anstatt des Sinus des spitzen Winkels

1

— (6,—0) den Bogen selbst zu nehmen, so erhilt man:

1
7'3 ) COS o (b//+b/) (b//_b’) (t“_t")’

woraus zu schen ist, dass P dem kubischen Inhalte der attrahirenden Untertheilung sehr nahe
kommt.

Bezeiehnet man nun, den Observationsort als Nullpunkt betrachtend, die Coordinaten
des mittleren Punktes m in diesem Systeme mit &, 4., £,, so hat man mit Riickblick auf die
Gleiehungen fiir & 7 und ¢:

5, = 1, cos b, costy—ecos DD,
7, = 7, €08 b, sin /,
¢, = rys8in b, — e sin B;

und in Bezug auf die letzte Gleichung fiir X'':

. &2
N = -,
(& + 5 -+ o)
und anf dieselbe Art erhilt man auch:

w7 . &y P
)7/ — —‘07_—_—; Z/: -

3 L ey ond

(55t ws + &) (& + o 4 &)
Aus diesen letzten Gleichungen geht aber hervor, dass bei den hier gemachten Voraus-
setzungen die Attraetion einer Untertheilung so angenommen werden kann, als wenn die
Masse P in threm mittleren Punkte m concentrirt wire, was auch fiir jedes andere Coordinaten-

system giltig 1st.
i
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Wendet man diese Annahme bei dem gleich Anfangs (Artikel I) aufgestellten unseren
Ziwecken entsprechenden Coordinatensysteme anj bezeichnet den von den Radien des Obser-
vationsortes und des mittleren Punktes m eingeschlossenen Winkel mit » und das auf ersterem
gemessene Azimuth des » entsprechenden grissten Kreisbogens mit %, und erlaubt sich end-
lich e =7, = @ zu setzen, wo « den im Artikel Il angegebenen Werth hat, so erhiilt man,
wenn der Observationsort als Nullpunkt angenommen wird:

= @ sin v ¢os u,

= q sin v sin «,

= R

[

= a (1l —-cosv),

und. die horizontale von der gedachten Untertheilung auf den Observationsort ausgeiibte
Attraction ist daun, wenn sie den Achsen analog mit X und ¥ bezeichnet, und wenn fiir z, y
und z unter Einem die eben angegebenen Werthe substituirt werden:

1
cosu.cos ;o

X =- ——
(5] . 1 2
(-a sin ;v)
29) 1
sinw.cos o’
> 2
Y= o, o1 \2?
2asm v
\ 2

welehe Resultate man auch durch Transformation ans dem vorigen in dieses Coordinatensystem
erhilt, wenn man sich ebenfalls erlaubt e =, =« zu setzen.

6,41,

Zieht man nur den positiven Werth von ¢ = - —in Betrachtang, so kaun man
1 . i~ . o
(90—0b,) = (90——7 (b, + b,)), (90— B) und ¢, als drei bekannte Elemente eines sphirischen

Dreieckes ansehen, wovon (90 — b,) dann (90 — B) zwei Seiten, N und M die denselben
gegeniiber liegenden, und ¢, den von ihnen eingeschlossenen Winkel vorstellen. Mit Ililfe der
Nepper'schen Analogien hat man dann:

1
1 cos 5 (b— D) 1
tang — (M+N) = ———— cotg— ¢,
g3 ) 0 lGAD)  C2
. 1
1 sin - (b,—13) 1
tang — (M—N) = ———— " cotg— ¢,
02( ) COszl:—(bo+B) 02(7

und
w— 180 F l\T_,

wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachidem #, westlich oder §stlich von dem
Meridiane des Observationsortes fillt.
Ferner erhdlt man:
1 cos (M+N)
tang — » = e
= cos% (M—N)
((b,ﬁi-b,)
)

N
Attraction nach 29) zu berechnen.

cotg -

(b,+ D).

o]

Da nun P = &’k cos (b,—b) (¢,—t) ist, so hat es keinen Anstand mebr die
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Entspricht nun die durch die Formeln 29) ausgedriickte Attraction dem Observationsorte
S, so erhiilt man nach denselben Formeln, die auf einen andern Ort S, ausgeiibte Attraction,
wenn anstatt o und » die diesem Orte entsprechenden Werthe », und w, gesetzt werden. I be-
hilt, da die attrahirende Untertheilung dieselbe ist, seinen Werth.

Bezeichnet man die Werthe der auf S, ausgeiibten Attraction mit X und Y, so erhiilt man
leicht, wenn (v 4 Av) und (u 4 Au) fiir », und w, gesetzt, und unter der Annahme, dass Av
und Az nur kleine Werthe haben, die Entwickelung blos auf die erste Potenz dieser Grossen

vorgenommen, und hierauf die urspriinglichen Gleichungen abgezogen werden:

> - - 01 A
N — N =— YL\u—A(l - cos‘—v) aid )
2 sin v

- 1 A
Y — Y= XAu— Ir(l—i—cos??v) .U.
- sin 2

Zur Beurtheilung dieser Unterschiede diirfte es jedoch zweckmiissiger sein A» und Aw
durch die Differenzen der Breite und Linge von S und S, auszudriicken.
Wenn man wieder die vorige Bezeichnung fiir die Elemente beibehilt, so bekommt man:

. . . AD At . . 1 AB . At,
X, —X= Y(cosvsmu — + cosb,cos P —° )——A (1 - cos® - v) (cos u —sinucos BB )’

sin » sin sin » sin »

sin v sin 7 sin » sin

— W 5 . ADB At , , 1 AD . At
Y —-¥Y=-X (Cosvsmu — -+ cosb,cos I’ 0)—— } (1+c03' — w) (cosu ~ __sinucos B—" ),

wo P den vom Meridian des mittleren Punktes m und von dem » entsprechenden grissten
Kreisbogen eingeschlossenen Winkel, A b und A¢, die Unterschiede anzeigen, die man erhilt,
wenn von der Breite und Linge des Ortes S, die Breite und Linge des Ortes S abgezogen
werden.

AD Ag,

Aus diesen Ausdriicken ist zu ersehen, dass, wenn — und —= sehr kleine Grissen sind,
sin » s1n v

auch (X — X) und (¥, — ¥) sehr klein werden. Demnach wird man, wie schon im Artikel TIT
gezeigt wurde, von derjenigen Grenze angefangen, von welcher diese Grissen vernachliissigt
werden kinnen, die Attraction nur fiir den als Hauptort angenommenen Observationsort zu
berechnen néthig haben.

VIIL.

Betrachtet man den Observationsort oder seine Projection auf die Normalfliiche als Pol-
punkt, zieht durch denselben grosste Kreise, und auf die gemeinschaftliche Achse derselben
senkrechte Kreise, so kaun man die ersteren als Meridiane, die letzteren als Parallelkreise an-
sehen. Begrenzt man dann die Untertheilungen mit dhnlichen Seitenflichien wie im vorigen
Artikel und behilt dieselbe Bezeichnung fiir die Elemente, so hat man, wenn der Nullpunkt
im Observationsorte angenommen wird:

7 1N 2 €OS %

)
|

7 sIn v sin u

=
|

(3

— e — 71 eos v
und fiir den kubischen Inhalt eines Volumenelementes

p =1%dr. sin v dv. du.
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Daher hat man fiir die horizontale Attraction in der Richtung der analogen Achsen:
- xr®.dr.sin v.dv.du
X= fff o
((L'2 + !/2 + z‘l)?
Y .[[/g/ﬁ.dr.sin v.dv.du
= ——,
(@ +y+ <)
und wenn fiiv z, y, z die oberen Werthe substituirt werden:
[ 7. dr.sin*v.dv.cosu.du
JX P [/ P
o (r*— 2re cos v + €)°
/‘ y I[/?‘s.dr.sin”v.dv.sin w.du
\ (* — 2re cos v 4 eg)%
Betrachtet man nur » als verinderlich, » und » hingegen als constant, setzt

[— T —e

(»*—2recos v + &)

30)

und bezeichnet die Differenzialquotienten nach einander mit ¢, (7). ©,(7), 2,(r) . . . ., so ist:

»°

(" — 2recos v + 62)%

3r'e (e — r cos »)

(> —2recosv + eg)%

6re* cos v — 9r*e® + 3° ¢ cos® v — 6r7¢® cos v - Grle
0y(7) = = s U
(r*—2re cos » + €°)*

u. s. f.

. : h
Nimmt man wieder », = r, — o und », = r, +

iiber der angenommenen Normalfiiiche anzeigt, so erhiilt man, wenn in ¢ (7) fiir » cinmal der

&> wo A die Hohe der Untertheilung

) . c
Werth », = », — - das andere Mal der Werth », = », 4 — gesetzt wird:

ok V I
¢(r) =) — 0 () 5 + () g— el + . - - -
113

I3 e .
¢0)=90) + (05 + 20) 5+ Bl + - - -

und darch Subtraction der ersten Gleichung von der zweiten

Tu 2% dr »?
1t —2recos v A4 €)° -

T4
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Setzt man in @, (), ¢, () .. . ... anstatt » den Werth », und erlaubt sieh ¢ = 7, = @ an-
zunehmen, wo @ den Halbmesser der Erdkugel anzeigt, so ergibt sich:

“ 7P b 3 1 cosZ% vh?
= e e
. (7 —2)60050—'—‘6) s1n ?27 ~ " sin '.:,"27
) - . h
und wenn der kleinste Werth von » so angenommen wird, dass man ——— als ecine kleine
asin= »

Grisse betrachten kann, so besehrinkt sich der zweite Theil der Gleichung blos auf S oint 2
Sin 4
und man hat mit Riickblick auf die Gleichungen 30):

”
. 1 av .1
P heosu . du|———sm—v.do],
2 sin 3 v =

1 ) dv .1
= UF hsinw . du|—— —Smm50. dv ).
. % sl

n?v

Integrirt man diese Gleichungen naeh den von einander unabhiingigen » und « in den
entsprechenden Grenzen von v = v, bis v =»,, dann von w = w, bis w = #,,, so erhilt man
endlieh die Attraetion:

| 1 tang — ! T &y 1 1
X = 2k cos — (uu—l—u) s — (u —u,) {log ——— — 2 sin — (v ,+v) sin — (v, —v)},
tang -2, 4 4
31) )
.1 .1 tanSI”u 1
Y = 2hsin - (v,+u) sin — (v,—u) {log ——— — 2 sin — (v”—l—v) (v,—v )},
2 2 ' ° tang%v‘ 4 :

welche Ausdriicke beziiglich der Grisse der Untertheilung unbeschriankt sind, wenn sonst die
V2
Bedingung erfiillt wird, dass fiir den kleinsten Werth von v, ——;— eine kleinc Grosse ist.
a sin—
), z n_;'(vu_vl) .
Man kann sie aber noeh auf eine bequemere Form bringen, wenn ————— nur einen
: sin - (22” + 27’)

kleinen Werth hat; denn es ist aueh:

1 ol 3
tang 1 1 sin & (r —7 1 9 (sin + (v,—»,)

log ——— —2sin- ( Ao)sin— (v, —r)=2————cos’—(v,+v) + = -—-—:—
tang +», 4 sin - (2, 42) i 3 \sin T (v,42)

e

. 1
9 (s (v,—v)

—
5 sin % (‘I)”—,-?),)

1
sin (0, —,)

Vernachldssigt man die hoheren Potenzen von — und setzt diese Grosse selbst
1 smz-(v“ —+2)
= sin 5 () oder was dasselbe ist,
tan(ri , —-tang%

1
1 .
1 = Bl — 0,
ang 3 ¢, - tang — 2, 2

=
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wo ( eine willkiirliche jedoch nur mit dem Werthe von einigen Graden angenommene Grisse
ist, so ergibt sich:

1 1 o4z 1
tang —- v, = tang —- v, tang? (400 + — C).

Demnach erhilt man aueh, wenn fiir eine gewisse Stelle v, = 1 gesetzt wird, fiir die auf
einander folgenden nédchst grisseren v :

1 1 . -
tang 7 Ut = tang 0 V tang® (400 +

1
L
1 o f (=0 1
tang — v, , = tang T v, tang® { 45° S ),

" und fiir die nichst kleineren v:

1 1 ) . 1
tang 7 U = tang T 1.7cotg‘ (400 + —4—0),

1 1 . 1
tang 7 U= tang 7 Y cotg”® (450 -+ o C),

Mit Bezug auf 31) erhalten wir nun niherungsweise nach dem eben Angefiihrten leicht:
a 1 o1 1 , 1
X = 4} cos = (,4u,) sin 5 (2, —2,) sin = C cos o (Vega+2,),

.1 .1 .1 1
Y = 4} sin = (w,+w) sin i (#,—u,) sin = C cos’ o (01 t2,),

wo s den betreffenden Index anzeigt.
Setzt man iiberdies (w,—u,) = C, wo C wegen der bequemen Eintheilung der Peripherie
des Ortes auch noch so angenommen werden muss, dass, wenn es in Graden gegeben ist, der

. 360 | . g :
Quotient —~ eine moglichst theilbare Zahl sei, so hat man:

i =

. 1 o, 1 2
X = 4hcos - (u,+u,) sin’ - Ccos® - (2,4, 4 1),

33)
) (l’s+l i Z'S)'

M | = W

.1 oo 1 .
Y = 4hsin o (u,4u) sin® - Ccos®-

Bet der Anwendung der in diesem Artikel abgeleiteten Formeln, so wie auch bei den
Formeln 27) im Artikel VI, wird es am besten sein, sich eine Karte nach dem Principe der
stereographischen Projection zu entwerfen, wobei die Ebene, auf welche die Projectionen ge-
fillt werden, die Erdkugel am Observationsorte tangirt. Man hat dann, wenn die mit
| z’n_,; G, o o 90 B correspondirenden Halbmesser der Cylinderflichen dem

Artikel VI analog mit e, g, 3 8p -« - . . €1y s - - - . .. bezeichnet werden:
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1
e = 2atang <V,
1 x
€,41 = 2@ tang = g1y WS- L
1
g,—; = 2atang o Un1s

2 = 2a tang 5 Un—zy U. 8. f.

-1

und selbst bei der Voraussetzung, dass diese Grossen gegeniiber % als sehr gross anzusehen
sind, konnen die » dennoch nur einen so grossen Werth haben, dass man sich erlanben darf:

mithin

o 1
2 tang T v, = tang 5 v,,
1 1
4a tang THh= 2a tang o,
1
4q tang Te==

zu setzen; woraus dann folgt:

Doch wollen wir das Gesagte

€., — & . tang?[45° 4+

— e . cotg®

=il

En—? = E71—1 COtg

Eripe =— En-{-l t'angz (450 +

i Ta s MMy Py m6 P s R

dieser beiden Radien, so ist ¢, — u, = C = 6".
Nimmt man nun nach Umstinden fiir Sp, = Sp; den Werth ¢ an, wo dann nach demsel-
ben Massstabe des Kartenentwurfes diese Grosse ¢ abzunehmen, und mit ihr als Halbmesser
der Kreis p,p, — bei wirklichen Berechnungen natiirlich in der ganzen Peripherie — zu
ziehen ist; so erhilt man nach dem oben Gesagten den Werth von V aus der Gleichung:

3

I .
tang — V=,
= =@

Denkschriften der mathem.-naturw, Cl. XXII. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern.

fiir die praktische Anwendung noch klarer machen.

Es seien Fig. IX, Sp, und Spy, wo S den
Observationsortanzeigt, zwei geradlinige, auteiner
nach dem angefiihrten Principe entworfenen Karte
gezogene Radien, die dadurch entstanden sind,
dass man die Peripherie des Observationsortes
z. B. in 60 gleiche Theile getheilt, mithin C = 6°

angenommen hat.Sind nun %, und «,,, ,dieAzimuthe
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und wenn die den Sp,, Sp,, Sp; . . . . . . entsprechenden Bogen mit v,, v, v,. . . ... bezeich-
o ! C 6 o o
net, und berticksichtiget wird, dass T=71= 17 30 ist:

—
—

V'tang® (46°30),

tang — v, — tang

-

tang = v = tang v, tang® (46°30")

. b

1 1 '
tang — v, = tang - V cotg® (46°30"),

1 1 :
tang —- v, = tang = v, cotg® (46°30 ).

Hat man auf diese Art die Werthe der » berechnet, werden dann von § aus mit
1 1 . . . .
2a tang 5 Uu 2 ¢ tang 5 Uy W S W als Halbmesser nach einander — natiirlich wieder 1n

der ganzen Peripherie — die Kreise p, pi, p, ps. p; p's u. s. w. beschrieben, und sind %, k. &,
u. s. w. die ausgemittelten Hohen der von solchen Kreisen und den Radien Sp, und Sp, ein-
geschlossenen Untertheilungen; so erhilt man nach 33) die horizontale Attraction aller, da

1 .
o G: 30 1st:

. 1 . 1 1
X =4cos (1, 41+ u,,) s10° 3° {7@1 cos® o (v, +2,) + hycos® 71[ (vy+v;) + Ry cos"’I (vs+2,) + ... %,

o1 . 1 1
Y =4sin o (tq,+ %) 8111230{]l100822- (v, +2vy) + hy cosg—i—(vg—}—vs) + h3cose—4» (v3+0v,) + .. %

Ubersteigt der grosste Werth der », je nach dem Grade der nothigen Genauigkeit, nicht
cine gewisse Grenze, z. B. 2°) so kann man die zur Beschreibung der Kreise ndthigen Halb-
niesser g, &,, & u. s. w. unmittelbar nach

& = ¢ tang® (46°30),
g, — & tﬂl]g2 (46030')3

e, = ¢ cotg® (46°30"),

g, = &, cotg? (46°30'),
. o 1 . 1
berechnen und man erhidlt dann, wenn man sich erlaubt 1 fiir cos® v (v, +2,), cos® ol (v, +23)

n. s. w. anzunehmen:

1
X = 4 cos - (4, +u,) §in*3° {kl by R+ . },

=

1
Y =4sin (1,4, +10,,) sin® 3° ;kl A hy -l

wodurch die Formeln sehr vereinfacht werden.
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Auf dieselbe Art verfihrt man dann mit allen von je zwei Radien eingeschlossenen Unter-
theilungen.

Selbstverstindlich muss der Halbmesser des kleinsten Kreises, so wie auch der folgenden
Kreise immer noch einen solchen Werth haben, dass ihm gegeniiber die Hohen der betreffen-
den Untertheilungen, und die Hohe des Observationsortes selbst, als gering betrachtet werden
konnen, weil sonst die hier in Anwendung gebrachten Formeln nicht hinreichende Genauig-
keit gewihren; mithin die Attraction des innerhalb des kleinsten Kreises befindlichen Terrains
nach Artikel VI berechnet werden miisste.

Uberhaupt aber kommen die Formeln 31) 32) 33) zur Fortsetzung der Attractionsbe-
rechnung nach den Formeln 27) Artikel VI in Anwendung, sobald wegen zu grosser Aus-
dehnung des attrahirenden Terrains die Erdoberfliche nicht mehr als eine Ebene betrachtet
werden kann.

Wenn Untertheilungen unter der angenommenen Normalfliche vorkommen, wie es in
diesem, dann in den Artikeln II1, VI und VII der Fall sein kann; so betrachte man vorliufig
die untere Fliache derselben als Normalfliche, mittle die betreffenden Hohen darnach aus, und
berechne die Attraction fiir die Dichtigkeit = 1 auf die gewéhnliche Art, und wie dann weiter
damit zu verfahren, ist im Artikel IT gezeigt worden.

Um hier noch die Grisse der durch die Attraction eines ausgedehnten Terrains bewirk-
ten Ablenkung der Lothlinie anschaulicher darzustellen, nehmen wir an, dass cine durch den
Observationsort von Ost nach West gelegte senkrechte Ebene die Scheidung zwischen Land
und Meer bilde, so zwar, dass die siidlich gelegene Hemisphire Land, und die nordliche blos
Meer enthalte. Das Land erhebe sich durchgehends hundert Wiener Klafter iiber den Obser-
vationsort, und die Tiefe des Meeres vom Observationsorte an bis auf den Grand desselben
seil durchgédngig ebenfalls hundert Wiener Klafter.

Nimmt man nun die Scheidungslinie als grossten Kreis einerseits, und die den Werthen
der » in der nachstehenden Tabelle entsprechenden Parallelkreise im friiher erwéahnten Sinne
andererseits, als Abgrenzungen der Grundflachen attrahirender Untertheilungen an; so zeigen
dic nebenbei stehenden Zahlen der Tabelle die je zwei solchen Untertheilungen des Landes
und Meeres entsprechenden Ablenkungen.

Man hat hier nimlich fiir die Landuntertheilungen «,=— + 90°, v, = — 90°; fiir die
Meeresuntertheilungen &, = 4 90° «, = 270° und da 1000 Klafter als Einheit gelten, #=0,1.
Ferner wurde nach Artikel II D = 2.7593, p = 2,75 und die Dichtigkeit des Meerwassers
= 1,026 angenommen.

Der erste Posten wurde, da der Observationsort im Niveau der unteren Fliche der Land-
untertheilung und im Niveau der oberen Fliche der Meeresuntertheilung gelegen ist, nach 27)
Artikel VI berechnet, wofiir sich

1
s, = 2a tang 5 v, = 2¢ tang 0 = 0,
2 1 1°
z, = 2a tang 5 V= 2a tang 5 = 58,6929,
mithin 0
t = =
ang w, o1
. 58,5929
ang =
ang w, o1

ergab.
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Die anderen Posten sind naech 31) bereehnet.

. Ablenkung
von v, bis v, in Secunden
0° 1° 17"'447
1 20 7,365
20 60 2,470
60 100 0,817
100 140 0,261
140 180 0,035

Summe. . 28,395

IX.

Sollen astronomisehe Polhohenbestimmungen mit terrestrisch abgeleiteten Daten vergli-
chen werden, so scheinen uns bei der Behandlung dieser Aufgabe folgende Betrachtungen
nothwendig. '

Nach 11) Artikel IT kann die dureh die Attraction in der Riehtung der x verursachte
Ablenkung von der Normale der regelmissigen Erdoberfliche, in Bogensecunden ausgedriickt,
mm Allgemeinen durch

M
Esin 1"

f— Z)l)p -+-]91)

dargestellt werden, wo P und p sich aus der fiir die Diehtigkeit = 1 berechneten Attraetion
ergeben. Wenn nun ¢ eine astronomiseh bestimmte Polhdhe und » eine Correetion in dem
Sinne anzeigt, dass (p+2) der von der Attraetion befreite Werth ist; so hat man nach 1)
Artikel I:

¢ +o=9—PDp—pD,
mithin

v + PDp + pD = 0.

Nehmen wir nun an, dass der betreffende Observationsort einer Gruppe ziemlich nahe-
gelegener Punkte angehdre, und setzen wir:

P=r+r 5 p=p+p,

wo P’ und p' die geltenden Werthe bis zu der im Artikel III und VII erwihnten Grenze,
iiber welche hinaus die auf alle Punkte der Gruppe noeh ausgeiibte Attraetion als gleich
betrachtet werden kann; P’ und p” lingegen die Werthe jenseits derselben anzeigen; so
erhalten wir:
v+ PDp+ pD+ P'Dp + p'D =0,
und wenn der Kiirze halber
P'Dp +p'D=J
cesetzt wird:

v+ PDp 4+ pD L+ J=0,

wo J fiir alle Observationsorte der Gruppe denselben Werth hat.
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Es ist klar, dass zwei und auch mehrere Observationsorte so nahe an einander gelegen
sein konnen, dass die terrestrisch berechneten Unterschiede zwischen den Polhdhen derselben
durch eine Anderung der Erddimensionen, der betreffenden Seiten und der Azimuthe — inner-
halb der méglichen Grenzen — in einem so geringen Masse beeinflusst werden, dass man die-
selben als fehlerfrei betrachten kann.

Bezeichnet man nun die Observationsorte nach einander mit S, S,,...... Sers 5 et 5 \
dann die terrestrischen PolhGhenunterschiede. oder Amplituden zwischen S; und S,, S, und
S, oo S,_yund S, S, und S, ........ mit [8,—8,] [S,—8]) ..... ... [S,—8._.];

[S,+:—38,]-... und fiigt den andern Gréssen den Index des beziiglichen Observationsortes bei ; so
erh@lt man, wenn die hier angefiihrten Umstinde vorhanden sind, nachstehende Gleichungen:

r‘Pl + by = "Pn + = [Sn -1 Sl]'
(‘P2 + Uy = "Pn + Uy — [Sn — AS:!J .

"P:H—l + rn—+—l = :'(:z —;— y _i_ [S7z+l — SnJ'

ferner : ) ,
'y +P1DP +]91D +J=0
T ‘L‘P.:’DP +]9;D +J=0

7',: + P Dp + p';, D - J=0
Vors + P Dp + popy D+ J=0

Ist die Anzahl der Observationsorte = XN, so ist die Anzahl der ersteren Gleichungen:

= (N—1) und die der letzteren = N; mithin zusammen = (2 N—1) Gleichungen. Da nun
die Anzahl der » ebenfalls = N ist, so hat man, wenn auch Dp und D als unbekannt ange-
nommen werden, wie es schon im Artikel II angedeutet wurde, (N +42) Unbekannte mit
(2 N—1) Gleichungen. Es werden daher, wenn N> 3 ist, mehr Gleichungen als Unbekannte
vorhanden sein, die dann nach der Methode der kleinsten Quadrate aufzuldsen sind, wobei die
ersteren Gleichungen selbstverstindlich als Bedingungsgleichungen zu betrachten, mithin
strenge zu erfiillen sind.

Treten aber die hier gemachten Voraussetzungen nicht ein, und sind die Observations-
orte in der Richtung von Siid nach Nord so weit von einander gelegen, dass eine Anderung
in den Erddimensionen auch eine fiihlbare Anderung in den Amplituden der Meridianbdgen
verursacht; so bedarf es in diesem Falle nur der Erwiigung, dass die genannten An.llplituden
Functionen der Erddimensionen sind. Bezeichnet man daher die halbe Achse des Aquators
mit ¢, die Abplattung mit v, und zeigen Aa und Ay die Anderungen dieser Gréssen anj; so

braucht man nur anstatt [S,—8,], [S,—5S,] u. s. w. nach einander
d[S5,—5] 4 [S—8)]
[S.— S]—}-———L Aa—}—T.An,
dls, —5,
[S,,——SZ] + —[—d—a——] 4[5, 7 ] . A, us w.

zu setzen, wo a und 7 dieselben Werthe haben, mit welchen die Amplituden berechnet worden.
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Man sieht, dass man auf diese Art selbst in den Stand gesetzt wird, auf die Dimensionen
der Erde zu schliessen; natiirlich muss aber, wenn in dieser Hinsicht ein Erfolg verbiirgt sein
soll, sowohl die Anlage als auch die Anzahl der Observationsorte eine angemessene, und die
Berechnung der Attraction in der entsprechenden Ausdehnung durchgefiihrt, d. h. vollstindig
sein, damit dann die Grosse J wegfalle.

Ist J, dessen Werth nicht von der Auflésung der Gleichungen, sondern, wie eben bemerkt,
nur von der Berechnung der Attraction abhingt, noch nicht bekannt, wie es weiter oben auch
wirklich vorausgesetzt wird — so driicke man mit Hilfe der Bedingungsgleichungen alle in
denselben vorkommenden » allenfals durch v, aus, und setze hierauf v, = » — J, damit J aus
der Rechnung verschwinde. Die Werthe von Dp und D, mithin auch von p werden dann
unmittelbar, dagegen jene von v,, v, v, u. s. w. erst dann vollstindig erhalten werden, wenn J
berechnet ist.

Mit Riickblick auf den Werth von D, nach Artikel II geht aber hervor, dass selbst bei
dem unbekannten Werthe von ./, sowohl die mittlere Dichtigkeit der zunichst der Erdoberfliche
gelegenen Erdschichten oder der Erdrinde, als auch die mittlere Dichtigkeit der Erde berech-
net werden kann. Insbesondere eignet sich das angegebene Verfahren zu diesem Zwecke dann,
wenn in der Nihe der Observationsorte bedeutende Gewisser (ein grosser See oder ein Meer)
vorkommen, welche die geeignete Lage haben, widrigens der Coéfficient von D entweder =0
oder sehr klein wird, so dass sich auf den Werth dieser Griosse nicht schliessen ldsst.

Sind ausser den Polhshen noch vergleichbare sowohl terrestrisch hergeleitete als auch
astronomisch bestimmte Werthe von Azimuthen und Langenunterschieden vorhanden, so
werden natiirlich in beiden friiher erwihnten Fillen neue Bedingungen zuwachsen, die wir
aber dermalen niher zu besprechen nicht die Absicht haben.

Riicksichtlich der ofter erwidhnten Grenze fiir die Attractionsbercchnung einer Gruppe
nicht zu weit von einander entfernter Observationsorte muss noch des Vortheils gedacht wer-
den, den man erzielt, wenn diese Grenze so arrondirt wird, dass sie in Bezug auf zwei durch
den als Hauptort angenommenen Observationsort senkrecht auf einander gelegte Achsen eine
symmetrische Figur bilde.

Denn, da die, von einem inallen Theilen als gleich dicht angenommenen durch zwei paral-
lele Normalflichen und den symmetrischen Umfang eingeschlossenen Korper, auf den inner-
halb befindlichen Hauptort ausgeiibte Attraction in jeder belicbigen horizontalen Richtung
sich vollkommen hebt, oder = 0 ist, so wird auch die fiir den Hauptort berechnete horizontale
Attraction von der Wahl der Normalfliche unabhiingig. Es bedarf daber auch, wenn die
Hauptorte von mehreren Gruppen mit einander in Verbindung gebracht werden, die fiir sie
bereits berechnete horizontale Attraction keiner ferneren Reduction mehr auf eine gemein-
schaftliche Normalflache.

Wie schon aus der Einleitung hervorgeht, wurden bei den hier angegebenen Attractions-
berechnungen nur die sichtbaren, d. h. nur die auf der Oberfliche der Erde vorkommenden
Unregehnissigkeiten beriicksichtiget, weil unserer Meinung nach diese in den meisten Fillen
ausrcichen diirften, die Abweichung der Lothlinie mit zureichender Schirfe zu erkliren, und

weil wir erst bei einer allenfalls stattfindenden Disharmonie der erzielten Resultate — wenn
sonst die ganze Operation als richtig vorausgesetzt werden kann — auf das Vorhandensein

von Unregelmissigkeiten unterhalb der Erdoberfliche mit Grund schliessen konnen, deren
Erklirung dann allerdings Hypothesen iiberlassen bleiben mag.
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Wir wollen noch eine praktische Anwendung iiber das hier Vorgetragene anrcihen, nach-
dem die l6bliche Direction des k. k. militdrisch-geographischen Institutes, auf deren Veran-
lassung die folgenden astronomischen Bestimmungen bei Innsbruck und Klagenfurt vorge-
nommen wurden, nicht nur ihre Zustimmung zur Beniitzung derselben ertheilt, sondern im
Interesse des Fortschrittes auch die Vertffentlichung der angewendeten Attractionsberechnung
als wiinschenswerth erkannt hat.

Bei der neuen trigonometrischen Vermessung Tirols im Jahre 1851 diente der Lauser-
kopf siidlich von Innsbruck als astronomische Beobachtungsstation, und die daselbst mit aller
Sorgfalt und Sechdrfe mit verschiedenen Instrumenten bestimmte Polhthe ergab aunf die
Kuppel der Jesuitenkirche zu Innsbruck mittelst des berechneten Breitenunterschiedes iiber-

tragen fiir letztere . . . . . . coe e e e e e ... 4T 16 207,85,
Fiir denselben Ort war aber fruher gefunden und zwar nach:
Pater Zellinger's Beobachtungen . . . . . . . . . . . . . . . .47 16 12,60
Fallon’s Beobachtungen . . . . . . . . . . . . . . . .. . . .47 16 7,177
Kltere trigonom. Vermessung . . . . . . . . . . . . .. .. .47 16 11,01
Abgeleitet von Miinchen . . . . . . . . . . . . . . . . . . .47 16 6,60
Abgeleitet von Bern?) . . . . . . .o S .. . .47 16 8,50

Das vom Lanserkopf tibertragene Resu]tat war daher Jedenfalls zu gross, und konnte nur
dem Einflusse der niheren siidlichen Gebirgsmassen auf diese Beobachtungsstation zugeschrie-
ben werden.

Die Direction des milit.-geographischen Institutes fand sich desshalb veranlasst eine neue
Breitenbestimmung in der Ebene von Innsbruck vornehmen zu lassen, und iibertrug mir die
Ausfiihrung derselben im Sommer 1857, wobei jedoch die moglichste Sicherstellung des
Resultates beziiglich der Attractionseinfliisse im Auge zu behalten war.

Ich wiihlte zur astronomischen Beobachtungsstation einen Punkt 6stlich von Innsbruck und
dem Dorfe Pradl, fast in der Mitte der ziemlich symmetrisch vom Gebirgsrande umgrenzten
Thalebene, welche in der Richtung von Siid nach Nord eine Ausdehnung von ungefahr
1460 Klafter hat.

Ausser dieser Hauptbeobachtungsstation wihlte ich noch fast im Meridiane derselben
zwei weitere Observationsorte, welche so wie der Hauptort mit dem trigonometrischen Netze
gut und sicher verbunden waren.

Zwischen Lanserkopf und meinem nérdlichen Punkte betriigt die Entfernung nahe 2000
Klafter.

Weiter ist noch zu bemerken, dass die Messungen auf dem Lanserkopf im Jahre 1851
zwar von einem andern Beobachter, allein mit denselben Instrumenten und nach denselben
Methoden vorgenommen, und hiezu fast alle dieselben Sterne beniitzt wurden, wie von mir
im Jahre 1857, und dass die nachfolgenden Bestimmungen mit Hilfe der Ephemeriden
-Connaissance des temps“ gewonnen wurden, die an Ort und Stelle zur Hand waren, wo gleich
die Berechnung besorgt wurde.

1) Die abgeleiteten Resultate von Miinehen und Bern wurden dureh die bewirkte Verbindung der Triangulationen in Tirel und
Vorarlberg im Jahre 1852 und 1853 gewonnen.
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Die vier Observationsorte sollen nun, wie sie von Siid gegen Nord auf einander folgen,
in nachstehender Weise bezeichnet werden:
S, Lanserkopf, Berg,
S, Pradl, siidlicher Meridianstand,
S, Pradl, Hauptort,
S, Pradl, nérdlicher Meridianstand.
Die auf denselben astronomisch bestimmten Polhghen sind, wenn sie in derselben Ord-

nung angefithrt werden:

Beobachtungen :
e —— s

o, =47°14' 56”90, 510,

w, — 47.15. 36,60, 180,

w, = 47.16. 9,24, 320,

©, = 47.16. 35,99,  170.

Terrestrisch wurden berechnet die Amplituden der Meridianbogen zwischen:

S,und §; = 81792
S, , S;=38,41
S, , 8, =32,55

die aus dem schon frither erwihnten Grunde als fehlerfrei betrachtet werden konnen. Nach
dem im vorigen Artikel Gesagten erhalten wir daher:

o + v, = + v, — 81792,
P2+ vy =3 + 23 — 35 41,
¢y + vy =93 + v; + 32,55,
v, = vy + @, — p, — 81792,
A) vy, = v + @, — @, — 38,41,
v, = vy + @3 — @, + 32,55,
welche letztere die Bedingungsgleichungen bilden und strenge erfiillt werden miissen.

Hiezu kommen — da hier die Attraction nur bis zu der 6fter erwihnten Grenze berech-
net wurde:

oder

», + Pl + piy + J =0, Gewicht 510,
v, + Pox + pyy + J =0, y 180,
vs + Pz + py + J =0, » S,
v, + Pla+ piy+ J=0, 5 170,
wo z und y anstatt Dp und D gesetzt wurde, und wo die Summe der mit ihren Gewichten
multiplicirten Quadrate der linken Seiten ein Minimum werden muss.
Aus der fiir die Dichtigkeit =1 berechneten Attraction in der Richtung der z ergab sich:
Auf S, . . . P, = 1,74994, p, =0,
0 . S,. . .0 = 125466, p,=0,
, S . . .P 0,37034, p, = 0,
, S,. . P, =—0,06208, p, =0,

B)

w
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wo die p, da keine Gewiisser vorhanden, gleich Null sind, mithin y aus der Rechnung
verschwindet.

Es bleiben uns hier sieben Gleichungen mit fiinf Unbekannten.

Substituirt man nun in die B) fiir v,, v, und », diec Werthe aus den A), und in die so er-
haltenen Gleichungen fiir ¢,, ¢, ¢, und ¢, die friiher angefiihrten, damn fiir P, P, P, und P, diein
C) gegebenen numerischen Werthe, so erhilt man, wenn zugleich » = v, + J gesetat wird,
nachstehende numerische Gleichungen:

v + 1,74994 x — 9,568 = 0, Gewicht 510
v + 1,25466 x — 5,77 = 0, . 180
» 4+ 0,37034 z -0, , 320
v — 0,62508 z + 5,80 = 0, ; 170,

D)

woraus wir, wenn die Bedingung des Minimums erfiillt werden soll, erhalten:

1180,00 » 4 1130,556 x — 4938,40 = 0

E
) 1130,55 » -+ 1955,43 & — 10469,28 — 0.

Die wahrscheinlichsten Werthe ergeben sich nun, und zwar aus diesen
Gleichungen selbst:
v = — 2,12 mit dem wahrscheinlichen Fehler + 0,215,

x= + 6,68 , ” ” ” + 0,167,

dann mit Beniitzung der A), wenn die numerischen Werthe fiir ¢,. ¢, ¢, nnd ¢, substituirt
werden, und wenn man beriicksichtiget, dass

vy=0—J =—212 —J
ist:

v, = — 11,70 — J, + 0,215

v, = — 7,89 —J, + 0,215

v, = — 2,12 —J, + 0,215

v, = + 3,68 = J,

[+
<
Lo
=0
(]

Endlich erhilt man, wenn diese Werthe zu den entsprechenden ¢ hinzugethan werden.
die wahrscheinlichsten Werthe der Polhéhen auf:

co v, =47°14745720 — J
L@+ v, =47 15 28,71 —J
L+ v, =47 16 7,12 —J
.9+ v, =47 16 39,67 —J

+ 0,215

Nachdem die numerisch berechneten Werthe von P, z, P, x, I’, x und P, » die Ablen-
kung der Lothlinie fiir die unmittelbar gemessenen Polhthen ¢,, ¢,; ¢, ¢, geben, so kam man
sich, wenn man die unmittelbar gemessenen, dann die von der Attraction befreiten Polhshen
i der Reihenfolge, wie die Combinationen zu zweien gebildet werden, von einander abzieht,

Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXTI. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliodern. 1
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o

dann zu den schon angegebenen terrestrischen Amplituden die noch fehlenden aus diesen
selbst bildet, die nachstehende Ubersicht verschaffen:

Amplituden Differenzen
Zwischen Astronomische chne mit
alam e ohne mit Terrestrische
Berticksichtigung der Attraction
Beriicksichtigung der Attraction
S, und S; 0' 39770 0' 12796 0' 43751 4 381 -+ 0755
S, 8 1 12,31 1 21,4t 2,0y + 9,58 4 0,51
Sy 5 8 1 39,090 1 54,71 1 54,47 + 15,38 — 0,24
S; o, S 0 32,64 0 38,45 0 38,4l + 5,77 — 0,04
8y 5 S 0 59,39 1 11,75 1 10,96 + 11,57 — 0,79
8 5, S 0 26,75 0 33,30 0 32,55 -+ 5,80 — 0,75

woraus man zur Geniige den Werth der Attractionsberechnung bei Bestimmungen von Pol-
hohen wiirdigen und zugleich entnehmen kann, wie wichtig es sei, dieselbe bei Gradmessungen
zu beriicksichtigen.

Obwolil nun der vorliegende Fall den Bedingungen des Artikels IX nicht besonders
entspricht, so wollen wir es doch versuchen, daraus noch die mittlere Dichtigkeit der Erde zu
bereehnen. Aus der Gleichung Dp == erhiilt man ndmlich, wenn fiir [ der Werth nach
Artikel IT gesetzt, und fiir = und @ die dort angegebenen Zahlen werthe substituirtund p =2,75
angenommen wird:

1
A = 40,338 . —.

X
Mithin ist, wenn man die wahrscheinlichen Fehler von A und 2 mit A, und x, bezeichnet:

+ A = + 40,338 . =

b
w2

und wenn man fiir z und z, die oben erhaltenen Werthe 6,58 und + 0,167 setzt, so hat man
fitr die mittlere Dichtigkeit der Irde:

A =6,1311 mit dem wahrscheinlichen Fehler + 0,1557.

Im Jahre 1859 erhielt ich den Auftrag eine astronomische Bestimmung der Polhéhe und
eines Azimuthes in der Nidhe von Klagenfurt vorzunelimen, so dass die erzielten Resultate
wdglichst von jedem Attractionseinflusse befreit sein sollten.

Der Vorgang war ein ihnlicher wie in Tirol, nur dass ausser dem gewihlten IHaupt-
observationsorte bei St. Peter stlich von Klagenfurt noch auf fiinf anderen, demselben Meri-
diane sehr nahe gelegenen Orten die Polhthe astronomiseh bestimmt wurde, wovou der nird-
lichste von dem siidlichsten sehr nahe 1700 Wr. Klafter entfernt war.

Bezeichinet man diese Observationsorte von Siiden angefangen mit S,, S, .. . . S;, wo S,
den IHauptort St. Peter anzeigt, so sind die Bestimungen:
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auf §, .
” S. .
. B
.5, .
s S
» S -

_.S"
I

-6
()
”

-G
)
“

S
I

©
I

-G
)
”

46°36' 43" 72,
4,80,
37 24,13,
37 44,27,
3, 85,
38 23,39,

46
46
46
46
46

37

33

Anzahl Beobachtungen
e T ———

160
100
320
130
200
110.

e
o

Die bereehneten terrestrischen Amplituden der Meridianbogen waren zwischen den

Punkten

(3] »—o)

R

T

= 43702,
20, 61,
19,98,
40,24,
= 60,72,

welche wir aus demselben Grunde wie bei dem vorigen Beispiele als fehlerfrei betrachten

konnen. Demnach erhalten wir:

Ill) Vy

\ Vg

I)a auch hier die Attraction nur bis

ry +
vy +
B)) vy +
vy +
v +
v +

+ o+ +

_i_ v,
+ %

I

Ps + s
N
P + T3
Ps +
s + o3

_I_
+

43,02,
20,61,
19,98,
40,24,
60,72,

dem vorigen Beispiele analog bezeichnen:

= 2‘3

?j 3

Il
i

|
S

+
_I_
_.I_
_|_
+

Ps — @
T T T2
¥s — D
P~ s
s — P

Pz + py +J
P + poy + J
Piz + psy + J
Plz + piy + J
iz + piy + 7
Iiw + psy + J

+ o+ +

| |
== ===

43,02,
20,61,
19,98,
40, 24,
60,72.

~

~

~

zu einer gewissen Grenze berechnet wnrde,

Gewicht
———

160,
100,
320.
150.
200,
110.

so haben wir:
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0]
9%

Die Berechnung der Attraction fiir die Dichtigkeit = 1 ergab:

Auf §,. . . P, = + 0,562621, p;, = 0,
o S . Py = + 0,37890, p. = 0,
& - S Bi= 4 026509, =0,
. 8. ..DP = + 015856, p, = 0,
. 8. . .P = 4 0,0428, p, = 0,
PR . P, = — 0,05500, py = 0,

und da y aus demselben Grunde wie im vorigen Beispicle wegfillt, so haben wir 11 Glei-
chungen mit 7 Unbekannten, woraus man erhilt:

Gewicht

v 4+ 0,52621 z — 2,61 = 0, 160

» + 0,37890 2 — 1,28 = 0, 100

D) » + 0,26559 2 + 0,00 = 0, 320
' » + 0,15856 2 — 0,16 = 0, 130
» + 0,05428 = + 0,52 = 0, 200

v. — 0,055600 = + 1,46 = O, 110

B) 1020 » + 232,491 =z — 301,8 = 0,
: 232491 » + 85,423 x — 274,73 = 0.

Die wahrscheinlichsten Werthe ergeben sich, und zwar aus diesen Gleichnngen :

wahrscheinliche Fehler

v=—1"15 .+ 0210
v—= + 6,3501 ,  + 0,726,

dann aus den 4,), wenn wieder berticksichtigt wird, dass v, = v — J ist:

A\

v, = — 3,76 — J, 042_1,31_1(
v, = — 2,43 — J, » + 0,210; v, = — 0,63 — J, ) + 0,210,
py = — 1,15 — J, vs = + 0,31 — J

endlich, wenn diese sechs Grossen zu den entsprechenden hinzugethan werden')

Polhthe auf S,....9, + o, 46°36' 39796 — J
. y B9 o v =16 37 2,37 —J
o w S0y 4 vy = 46 37 22,98 — J
o w iy + vy = 46 37 42,96 — J

w Sieeioy + v, = 46 38 3,22 —J

. w Sgeo. 05 + vy = 46 38 23,70 — J

-

0,210.

1) Die hier gewonuenen Resultate sind von den fiir das k. k. militéir.-geographische lnstitut auf einem andern Wege herechneten
etwas verschieden, jedoch durchaus ohne Erheblichkeit.
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Nach dieser Aufgabe stellt sich folgende Ubersicht heraus:

Amplituden Differenzen
Zwischen A
o ohne | mit ohne mit
Terrestrische

Beriicksichtigung der Attraction Beriicksichtigung der Attraction
S, und S, 0' 21"08 0' 2201 ' 22711 + 1733 + 0740
Sy, 8 0 40,41 0 42,06 43,02 + 2,61 + 0;96
Sy » 8 1 0,55 1 2,88 1 3,00 + 2,45 = 0,19 )
S; . S 1 20,13 1 23,13 I 23,20 + 3,13 + 0,13
Sg . S 1 39,67 1 43,36 1 43,74 + 4,07 4 0,38
Sy, S 0 19,33 0 20,05 0 20,61 + 1,28 + 0,56
Sy S 0 39,47 0 40,87 0 10,59 + 1,12 — 0,98
N 0 59,05 1 1,12 1 0,85 -+ 1,80 — 0,27
Se » Se 1 18,59 1 21,35 1 21,33 + 2,74 — 0,02
8y » S 0 20,14 0 20,82 0 19,98 — 0,16 — 0,84
Sy, S 0 39,72 0 41,07 0 40,24 + 0,52 — 0,83
S » S 0 59,26 1 1,30 1 0,72 + 1,46 — 0,58
Sy o, S 0 19,58 n 20,% 0 20,26 + 0,68 + 0,01
Se¢ » 8, 0 39,12 0 40,48 0 40,74 + 1,62 + 0,26
Sg w S 0 19,54 0 20,2 0 20,48 4+ 0,94 + 0,25

Man sieht also auch hier, dass die Attraction die Messung bedeutend beeinflusste.
Setzt man in den Formeln der friiheren Aufgabe:

A= 40,338 .~

@€

+ A = + 40,338 .

und
wl

=
die hier erhaltenen Werthe fiir  und 2, nimlich + 6,3501 und + 0,726, so ergibt sich die
mittlere Diehtigkeit der Erde:

A = 6,352 mit dem wahrscheinlichen Fehler + 0,726,
wenn die mittlere Diehtigkeit der Erdrinde so wie friiher mit 2,75 angenommen wird.

Das Resultat der mittleren Dichte der Erde ist in beiden Aufgaben ein grosseres, als es
sonst (6,44 bis 5,68) angegeben wird; allein dafiir auch ein von der angenommenen mitt-
leren Dichte der Erdrinde Abhingiges, da in beiden Fillen nicht die Bedingungen vorhanden
waren, desshalb eigene Bestimmungen zu maehen.

Um endlich den Vorgang bei der Berechnung der Attraction anschaulicher zu machen,
sind hier vier Karten beigeschlossen, auf welchen in Bezug auf die Observationsorte bei
Inusbruck in Tirol die attrahirenden Untertheilungen dargestellt sind, die iibrigens in den
wegen ihres zu grossen Umfanges nicht beigesehlossenen Berechnungsprotokollen unter der
Bezeichnung ,Figur¢ erscheinen.

Sie sind in sechs Partien oder Abtheilungen abgetheilt, die mit stehenden romischen
Ziffern bezeichnet sind.

Der Nullpunkt des rechtwinkeligen Coordinatensystems wurde in Lanserkopf angenom-
men, die Achsen desselben sind parallel zum Meridian von Lanserkopf und senkrecht darauf.
Die Normalfliche wurde 295 ssterr. Klafter iiber der Meeresfliche, die drei Observationsorte
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bei Pradl wurden in einer 304 osterr. Klafter iiber dem Niveau des Meeres erhohten Ebene
und Lanserkopf 490 osterr. Klafter iiber demselben angenommen.

Im ersten Blatte sind die Untertheilungen blos von der V. und VI. Abtheilung ersichtlich;
allein, um die Untertheilungen der ersten vier Abtheilungen ersichtlich zu machen, mussten
diese in grésserem Massstabe auf den folgenden drei Blittern gezeichnet werden. Zur Berech-
nung der auf die vier genannten Orte von der nichsten Umgebung ausgeiibten Attraction ist
die Eintheilung derselben in Untertheilungen nach der am Sehlusse des Artikels ITT gegebenen
Andeutung vorgenommen worden, daher die I'* Abtheilung fiir jeden Ort eine andere Einthei-
lung hat, wie es in Blatt IT auch ersiehtlich. Fiir Lanserkopf, auf der hchsten Stelle des
gleichnamigen Kogels, wurde dieser in 24 Ausschnitte getheilt, die mit a, b, ¢, . .. bis ¥ und das
(ianze mit Fig. 44 (fiir das Berechnungsprotokoll) bezeichnet wurde. Die Berechnung der
Attraction geschah lier nach 26) Artikel V.

Um die anderen drei Punkte bei Pradl wurden Untertheilungen von symmetrischem Um-
fange (rechtwinkelige Parallelogramme) gebildet, und ihre obere Fliche als eben angenommen,
so dass also die horizontale Attraction fiir dieselben = 0 ist. Das tibrige Terrain der ersten,
<0 wie das der anderen Abtheilungen wurde, ausgenommen im Anstosse mit dem Fussumfange
des Lanserkopfes, in Untertheilungen von symmetrischem Umfange getheilt, und ihre horizon-
tale Attraction nach 13) Artikel TIT berechnet. Die Abgrenzungen aller dieser symmetrischen
Untertheilungen, so wie auch die der Abtheilungen selbst, sind zn den Coordinatenachsen
parallel; die ersten bilden iiberdies, wie es gleich auffillt, je nach dem Grade der erforder-
lichen Gienauigkeit Quadrate, welche 1000, 2000 bis 4000 sterr. Klafter, also nach der an-
genommenen Einheit 1, 2 bis 4 zur Seite haben.

In der nordwestlichen Ecke derselben ist ihre Numerirung, die in jeder Abtheilung mit
1 anfingt, mit stchenden arabischen Ziffern, und in der Mitte der kubische Inhalt, wie er sich
ans der Ausmittelung der Hahen iiber der angenommenen Normalfliiche ergab, mit liegenden
arabischen Ziffern eingeschrieben.

Die erste Abtlieilung bildet ein rechtwinkeliges Parallelogramm, das in Bezug auf einen
gedachten, 1000 osterr. Klafter nordlich vom Lanserkopf im Mecridiane desselben angenom-
menen Punkt symmetrisch ist, die folgenden vier sind rahmenfrmig, so dass deren innerer
Umfang sowoll, als auch der #ussere in Bezug auf den gedachten Punkt ebenfalls symme-
trisch ist; die sechste Abtheilung besteht aus vier in der Richtung der vier Weltgegenden
symmetrisch sich anschliessenden Gruppen von Untertheilungen. Von dem gedachten Punkte
sind dic dussersten Umfangslinien des ganzen berechneten Terrains in der Richtung der vier
Weltgegenden 10 Meilen = 40000 &sterr. Klafter entfernt, mithin so weit, dass man diesen
symmetrischen Umfang als die Grenze ansehen kann, iiber welche hinaus die auf die vier
verschiedenen Punkte, oder wenn man den gedachten Punkt dazu nimmt die auf alle fiinf noch
weiter ausgeiibte Attraction als gleich betrachtet werden kann.

Zum Entwurfe der beiliegenden Blitter so wie zur Ausmittelung der Hohen der Unter-
theilungen wurden die Specialkarten von Tirol und Oberdsterreich sammt Salzburg des
k. k. Generalstabes, dann wegen der auf Baiern fallenden Fliche die Karte der dsterreichischen
Monarchie von Oberstlieutenant Scheda nebst den Elaboraten des k. k. Katasters beniitzt,
welche letztere besonders reichhaltice Hohendaten lieferten. Die punktirten Linien zeigen die
Scheidung der Blitter der Generalstabskarte an, und in den nordwestlichen Ecken sind ihre
Numern mit grisseren stehenden arabischen Ziffern eingeschrieben.
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Bei Klagenfurt war die Iintheilung des Terrains in Untertheilungen eine dhnliche, und
es wurden darnach auch die Blitter mit Beniitzung der Generalstabskarten entworfen. Jedoch
erstreckt sich die Attractionsbercchnung von St. Peter nordlich und siidlich nur auf 6%/, ost-
lich und westlich auf 4!/, osterr. Meilen.

Die vorliegende Abhandlung und ihre Anwendung auf die zwei angefiihrten Beispiele
diirfte jedenfalls die Eingangs erwilinte Ansicht geniligend begriinden, dass eine Gradmessung
ohne Beriicksichtigung der von den Unregelmissigkeiten der Exdoberfliche hervorgebrachten
Ablenkung der Schwere nur unvollstindig sein kénne, und dass da, wo die messbaren Un-
regelmissigkeiten beriicksichtigt werden, “ein der Wahrheit weit geniherteres Resultat zu er-
warten stehe, als im entgegengesetzten Falle. Wir glauben hierbei iiberhaupt jenem Theile
der interessanten Denkschrift zur Begriindung einer mitteleuropiischen Gradmessung vom
Herrn Generallicutenant Baeyer entgegengekommen zu sein, in welchem gesagt wird, dass
eine kiinftige Gradmessung es hauptsiichlich nur mit den Abweichungen zu thun haben und
bei ihrer Anlage Gegenden und Terrainverhéltnisse aufsuchen miissen wird, die man sonst
gerne vermied.

Ist es uns aber gestattet, unsere Betrachtungen etwas weiter auszudehnen, so iibergehen
wir auf Seite 100 dieser Denkschrift, wo es heisst: ,Aus den astronomischen Bestimmungen
der Sternwarten oder sonstiger Stationsorte sind die wahrscheinlichen Fehler der Polhihen
und die wahrscheinlichen FFehler der Azimuthe bekannt; es lisst sich daher untersuchen in wie
weit durch Einfiihrung dieser Fehler die Differenzen der Abplattung zum Verschwinden ge-
bracht werden konnen. Und in so weit, wie dies angeht, sind diese Differenzen Beobachtungs-
fehlern beizumessen. Fiir alle Punkte aber; wo noch ein erheblicher Rest iibrig bleibt, wird
derselbe einer Ablenkung der Lothlinie zuzuschreiben sein. Diese Punkte werden nun aus-
geschlossen und die iibrigen zu einem Polygone vereinigt, welches so auszugleichen ist, dass
es einem einzigen Sphiiroid entspricht-.

Abgesehen davon, dass durch dieses \usschliessen eine betriichtliche Anzahl von Punkten
dem beabsichtigten Zwecke entzogen wird, ist auch die Sicherheit des Schlusses in Bezug auf
das entsprechende Sphiroid eine verhiltnissmiissic um so geringere. Das Ausschliessen von
Punkten, wo noch ein erheblicher Rest iibrig bleibt, wiirde uns dalier erst dann gerechtfertigt
erscheinen, wenn frither alle astronomischen Bestimmungen von der Ablenkung in Folge mess-
barer Unregelmiissigkeiten befreit sind; denn nur so wird eine Gradmessung, gegeniiber den
bereits geschehenen, mit Recht als ein Fortschritt in der wissenschaftlichen Untersuchung
unseres Erdballes angesehen werden konnen. Eine strenge Berechnung der Attraction und
in der gehorigen Ausdehnung durchgefiibrt, diirtte schon allein zur Hebung der Disharmonie
zwischen astronomischen und terrestrischen Bestimmungen in den meisten Fillen um so mehr
hinreichend sein, als dies oft durch blosse allgemeine Abschiitzungen theilweise erfiillt wird.
Denn, wenn man voraussetzt, dass die Orte, auf welchen astronomische Bestimmungen vor-
ausser wenn noch

genommen werden, nahe in demselben Meridiane gelegen sind; so werden

besonders grell hervortretende Unregelmissigkeiten einwirken auf einer Insel, oder wenn
die Observationsorte sich iiber einen Berg ziehen, die astronomischen Amplituden immer grisser;

und wenn die Observationsorte in einem nérdlich und siidlich vom Gebirge begrenzten Thale,
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oder zu beiden Seiten eines bedentenden Gewidssers gelegen sind, immer kleiner sich heraus-
stellen, als die terrestrischen Amplituden.
Da nun die Excentricitiit, mithin auch die Abplattung der Erde mit wachsenden Amplituden

[5)
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Polhihe anzeigt; so ist die Seite 73 der genannten Denkschrift angefiihrte Bemerkung, dass
die astronomisehen PolhShenbestimmungen fiir England eine grossere specielle Abplattung
ergeben, hiemit schon gerechtfertigt.

Eben so 1st es erklirlich, dass in nnseren beiden Beispielen die astronomischen Amplitu-
den, bis auf eine, durchgehends kleiner sind, als die terrestrischen, indem in beiden Fillen
die Observationsorte in von Ost gegen West sich hinziehenden Thilern gelegen sind.

Die m beiden Aufgaben durchgefiihrte Berechnung des Verhiltnisses der mittleren Dich-
tigkeit der Erde zur mittleren Dichtigkeit der Erdrinde, oder wie wir die Letztere = 2,75
annahmen, die Berechnung der Ersteren, diirfte jedenfalls als eine im hohen Grade befriedi-
gende Beantwortung einer jener Fragen erscheinen, die nach § 8 der Denkschrift kiinftigen
Gradmessungen vorbehalten bleiben. Nur wire noch zu wiinschen, idass bei der im Zuge be-
findlichen mitteleuropiischen Gradmessung an einer, den im Artikel IX angezeigten Bedin-
gungen entsprechenden Ortlichkeit @hnliche Bestimmungen vorgenommen wiirden, um daraus
auf die mittlere Dichtigkeit der Erde und ihrer Oberfliche mit um so grisserer Sicherheit
schliessen zu kionnen, und Daten zu gewinnen, die dann auch als Grundlage zu ferneren
Berechnungen der Ablenkung dienen kinnten. Unserer Ansicht nach diirfte sich in Osterreich
die Stidspitze Istriens unterhalb Pola, in Italien die Gegend von Genua, und in Frankreich die

der Meridianbiégen zu- oder abnimmt, je nachdem sin ¢ § ‘/3 ist, wo ¢ die

Gegend von Marseille besonders dazu eignen.

Bei der Losung unserer beiden Aufgaben haben wir nicht die geringste Veranlassung
gefunden, zu unterirdischen oder sonst unerklirlichen Unregelmissigkeiten Zuflucht zn nehmen,
um die astronomischen Bestimmungen mit den terrestrischen in Einklang zu bringen. Zur
Beantwortung der Frage, in wie weit dieses auch bei entfernteren unter verschiedenen Meri-
dianen gelegenen Observationsorten stattfindet, ist bereits eine ausgedehnte Berechnung der
auf Pradl bei Innsbruck, Wien und Fiume ausgeiibten Attraction in Angriff genommen, um
nach Durehfithrung derselben den Vergleich der astronomischen mit den terrestrisch herge-
leiteten Polhohenunterschieden dieser Orte herstellen zu kénnen, wozu wir die Daten ebenfalls
durch die Giite der Direction des k. k. militirisch-geographischen Institutes zu erhalten hoffen.

Die Ergcbnisse dieses Unternehmens der k. k. Akademie und damit der Offentlichkeit
vorzulegen, ist daher einem spiteren Zeitpunkte vorbehalten.




